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Alfred Basch zum 70. Geburtstag. 


Hofrat Prof. Dr. Alfred Basch wurde am 9. Oktober 1882 als Sohn eines Rechts- 
anwaltes in Prag geboren. Er studierte an der Technischen Hochschule in Wien und 
legte im Jahre 1907 die II. Staatspriifung aus dem Maschinenbaufache ab. In den 
Jahren 1907 bis 1911 war er an Mechanisch-Technischen Laboratorien der Technischen 


Hochschule in Wien, der Deutschen Technischen Hochschule in Prag und der Techni- 
schen Hochschule in Dresden tatig. Seinen Prager Autfenthalt beniitzte er auch zum 
Besuch von mathematischen und physikalischen Vorlesungen und Ubungen an der 
dortigen Deutschen Universitat. Im Jahre 1910 wurde er an der Technischen Hoch- 
schule Wien auf Grund der bereits daselbst in Angriff genommenen Dissertation: 
Uber den Einflu8 lokaler Inhomogenitaten, insbesondere starrer Kinschliisse auf den 
Spannungszustand in elastischen Kérpern* und des mit Auszeichnung bestandenen 
Rigorosums zum Doktor der technischen Wissenschaften promoviert. Im Jahre 1911 
trat er in den Dienst der k.k. Normal-Eichungs-Kommission ein, die dann spater in 
das Bundesamt fiir Eich- und Vermessungswesen umgewandelt wurde. Er durch- 
lief dort die verschiedenen Rangstufen und wurde schlieBlich im Jahre 1929 zum 
Obereichrat ernannt. Die Aufgaben, die er dort zu bewaltigen hatte, waren dureh- 
aus verschiedener Art und boten ihm Anregung zu einer iiberaus regen und viel- 
seitigen wissenschaftlichen Betatigung, die auch in zahlreichen Publikationen, die in 
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verschiedenen Fachzeitschriften, zum Teil in den Sitzungsberichten der Osterreichi- 
schen Akademie der Wissenschaften, erschienen sind, ihren Niederschlag fand. Im 
ersten Weltkrieg kampfte er als Reserveoffizier an der russischen und italienischen 
Front, wo er zweimal verwundet und mehrfach ausgezeichnet wurde. Gegen Kriegs- 
ende war er im Fliegerarsenal als Kommandant der Versuchsgruppe Aspern tatig. Vor 
Beginn des zweiten Weltkrieges wurde er unter dem nationalsozialistischen Regime 
aus dem Staatsdienst entlassen und sah sich gendtigt, in die Vereinigten Staaten von 
Amerika auszuwandern. Er wirkte dort an verschiedenen Hochschulen : Holy Cross 
College, Harvard University, College of the City of New York, Rensselear Polytechnic 
Institute, Amherst College, University of Massachusetts. Im August 1947 kehrte er 
nach Wien zuriick, um einer Berufung an die nach dem Riicktritt seines Lehrers 
Franz Jung verwaiste II. Lehrkanzel fiir Allgemeine Mechanik an der Technischen 
Hochschule Wien zu folgen. Nachdem im Bundesamt fiir Eich- und Vermessungs- 
wesen im November 1947 seine offizielle Wiedereinsetzung in den Dienst und seine 
Ernennung zum ,,Wirklichen Hofrat‘ erfolgt war, wurde er am 19. Mai 1948 zum 
Ordentlichen Professor der Allgemeinen Mechanik ernannt. 

Baschs wissenschaftliches Schaffen zeigt eine auBerordentliche Vielseitigkeit. Von 
ganz besonderem Interesse sind seine Arbeiten tiber die Theorie der Beobachtungs- 
fehler, die ihm auch Gelegenheit boten, seine mathematische Begabung zu entfalten. 
Diese Arbeiten bildeten auch die Grundlage fiir seine Habilitation fiir praktische 
Mathematik. Abgesehen von Untersuchungen, die durch seine Tatigkeit im Bundes- 
amt fiir Eich- und Vermessungswesen angeregt wurden, hat sich Basch auch mit 
mehreren Problemen der Technischen Mechanik, Elastizitatstheorie und Potentialtheorie 
beschaftigt, die in verschiedenen in- und auslandischen Zeitschciften veréffentlicht wur- 
den. Dabei macht sich ein echt ésterreichischer Zug in seinem Schaffen bemerkbar, 
insofern, als er die Ergebnisse der Analysis mit klaren und anschaulichen geometri- 
schen Vorstellungen zu verbinden wuBte. 

Vor allem drangt es uns aber, Basch nicht nur als Wissenschaftler zu wiirdigen, 
sondern auch bei diesem Anla8 zum Ausdruck zu bringen, wie ihn Kollegen und 
Schiller schaétzen und verehren. Sein jugendliches Aussehen macht es uns herzlich 
schwer, zu glauben, daB er bereits 70 Jahre ist. Aber nicht nur auBerlich, sondern, 
was wir vor allem betonen wollen, Basch ist auch innerlich jung geblieben. Sein sonni- 
ges Wesen riihrt davon her, daB er viel durch die Taler und Berge unseres Heimat- 
landes gewandert ist und die Schénheit der Natur voll und ganz auf sich einwirken 
lieB. Und so kommt es, da er trotz des hohen Altersunterschiedes auch mit der 
Jugend zu empfinden versteht und ihr viel zu geben vermag. Dankbar empfinden 
auch seine Kollegen sein grofes Interesse an dem Gedeihen und der Weiterentwicklung 
unserer Hochschule. Mége seine Schaffensfreude auch weiterhin voll und ganz zur 
Geltung kommen ! P. Funk, Wien. 


Bergman’s Linear Integral Operator Method 
in the Theory of Compressible Fluid Flow. 


A. Subsonic Flow. 
By M. Z. E. Krzywoblocki, University of Illinois. 


Summary. In the first part of his work on Bergman’s linear integral operator method the 
author discusses subsonic flow. After deriving the Chaplygin’s equation the author thoroughly 
discusses the fundamentals of Bergman’s method, the duality between the flows of an incompressible 
and a compressible fluid as well as the problem of the convergence of the series expansion. A 
brief representation of the simplified pressure-density relation according to von Mises’ proposition 
closes this part. 
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Zusammenfassung. Im ersten Teil seiner Arbeit iiber die Bergmansche Methode der linearen 
Integraloperatoren untersucht der Verfasser den Fall der Unterschallstr6mung. Nach Ableitung 
der Tschaplyginschen Gleichung werden die Grundlagen der Methode genau untersucht, sowie 
auch die Dualitit, die zwischen der kompressiblen und der inkompressiblen Strémung besteht. 
Das Problem der Konvergenz der Reihenentwicklung wird ebenfalls erértert. Den AbschluB 


dieses Teiles bildet eine kurze Darstellung der nach dem Vorschlag von v. Mises vereinfachten 
Druck-Dichte-Beziehung. 


Résumé. Dans la premiére partie de son travail sur la méthode des opérateurs intégrales 
linéaires de Bergman, l’auteur discute l’écoulement subsonique. Aprés avoir dérivé Véquation 
de Tchaplygine, l’auteur discute profondément la méthode de Bergman, la dualité entre les 
écoulements compressibles et incompressibles, ainsi que le probléme de la convergence des séries. 
Enfin, on donne une exposition bréve de la relation entre la pression et la densité, simplifiée 
@aprés une proposition de v. Mises. 


Introduction. 


The reader who is somewhat acquainted with the field of compressible fluid flow 
hears much about Stefan Bergman’s method of integral operators. It took many 
years for him to develop this method which is based primarily on the theory of analytic 
functions and particularly on the theory of functions of two complex variables. The 
method, as a whole, is scattered throughout many papers in mathematical journals, 
and as a matter of fact, in its present state, is accessible only to those who are fully 
acquainted with mathematical literature. In one of their papers, Professors R. von 
Mises and M. Schiffer greatly simplified the method in the subsonic case. The purpose 
of the present work is to represent the method in all its variations in such a way 
that a theoretical engineer or an applied aerodynamicist can use it in practical 
applications. A professional mathematician will find the discussion too elementary 
for him. The parts of Bergman’s presentation which are most interesting mathe- 
matically—the proofs—are mostly omitted in the present work. The emphasis was 
put upon the simplified representation of the final results and formulas, rather than 
upon the derivation of those formulas. 

In the preliminary remarks the author discusses various types of singularities 
in a very elementary way. 

The first two parts of the work deal with the subsonic case. In these sections 
the author followed mostly the paper of von Mises and Schiffer. Part III contains 
the supersonic flow, Part IV the transonic flow and Part V the axially symmetric 
flow. These sections are based on Bergman’s original papers and form a condensation 
of several of his papers on the subject. Part VI describes singularities which play 
so important a role in all hodograph transformations. Part VII contains a review 
of other methods available in the theory of compressible fluid flow. The subsequent 
parts contain: Part VIII, a review of tables in Bergman’s method; Part IX, concluding 
remarks; Part X, a list of tables; Part XI, examples; and Part XII, errata in previous 
a: Part 0. 

Preliminary Remarks. Singularities. 
1. General properties and remarks on analytic functions. 

In this section, we shall remind the reader of some basic definitions and properties 
of analytic functions, singular points, etc. At first, let us repeat Cauchy’s definition 
of an analytic function of a complex variable. 

Let a two-dimensional region in the z-plane be given, where z=x+7y, 
z—a—iy, and let u be a function of z defined uniquely at all points of the region. 
Let z, z + 6z be values of the variable z at two points, and w, u + du, the corresponding 
values of wu. Then, if at any point z within the area, du/dz tends to a limit when 
dx > 0, dy — 0, independently (where dz = dx + 1 dy), i. e., if the limit is independent 
of the path by which the point z + dz tends toward coincidence with z, w is said to 
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be a function of z which is monogenic or analytic at the point (the words regular 
and holomorphic are sometimes used). If the function is analytic and one-valued 
at all points of the region, we say that the function is analytic throughout the region. 
For almost every one of the elementary functions, however, there will be certain 
points z at which this property will cease to hold good. Thus, it does not hold for 
the function /(z) = 1/(z — a) at the point z =a, since in this case 


lim 1/h {f (e (-h) — #@)} = lim Th {( —a +h)+— @— a) }, = (0.1.1) 
h-0 h—-0 


does not exist when z = a. Similarly, it does not hold for the function log z and 2’: 
at the point z = 0. These exceptional points are called singular points, or singularities, 
of the function f(z) under consideration. 

Let « and y be two real functions of a real variable t which are continuous for 
every value of ¢ such that a <t <b. We denote the dependence of x and y on t by 


writing x = «(t), y = y(t); (at = 0). (0.1.2) 


The functions x(t), y(t) are supposed to be such that they do not assume the same 
pair of values for any two different values of ¢ in the range a <t <b. Then the set 
of points with coordinates (x, y) corresponding to these values of ¢ is called a simple 


curve. If a(a)=a(b), y(a) = y(d), (0.1.3) 


the simple curve is said to be closed. 

A two-dimensional continuum is a set of points in a plane possessing, among 
others, the property that any two points of the set can be joined by a simple curve 
consisting entirely of points of the set. A simple closed curve divides the plane 
into two continua (the “interior” and the “exterior’). A continuum formed by 
the interior of a simple curve is sometimes called an open two-dimensional region, 
and the curve is called its boundary; such a continuum with its boundary is then 
called a closed two-dimensional region, or, briefly, a closed region or domain. A 
simple closed curve C' in the plane of the variable z is sometimes called a closed one- 
dimensional region, or a contour; a simple curve with its end-points omitted is then 
called an open one-dimensional region. 

Cauchy’s theorem on the integral of a function around a contour may be stated 
as follows: If f(z) is a function of z, analytic at all points on and inside a contour 0, 
then (j(2)dz= 0. (0.1.4) 

at 

Another important theorem on the value of a function is the following one: The 
value of a function f(z) (which is analytic on and inside C) at any point ‘a’? within 
a contour C, may be expressed in terms of an integral which depends only on the 
value of f(z) at points on the contour itself: 


f(a) = (204) | (2 — a)>f (2) de. (0.1.5) 
& 
Laurent’s theorem can be expressed in the following form: If / (z) is analytic 


on the concentric circles C and C’ of center a, and throughout the annulus between 
them, then at any point z of the annulus, /(z) can be expanded in the form 


f(z) = +4, (%—a@) +a, (2—a)?? +... +6,(2—a)2+56,(2—a)?4+..., (0.1.6) 
where Gn = (201) | (t —a)— DF) de, (0.1. 6a) 
(ey 
by, = (2%%)— | (¢ — a)"—1f (#) de. (0.1.6b) 
c’ 


An important case of Laurent’s theorem arises when there is only one singularity 
within the inner circle C’, namely at the center a. In this case, the circle GC’ can 
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be taken as small as we please, and thus Laurent’s expansion is valid for all points 
in the interior of the circle C, except the center a. 

Consider a function f(z) which is analytic throughout a closed region S, except 
at a single point a inside the region. Let it be possible to define a function @(z) 
such that 


I. @(z) is analytic throughout 8, 
ETS nen 2b a, f(z) = © (2) + Bie — a) 2B, (= a) Be a 


nv 
Then f(z) is said to have a pole of order » at a; and the terms .»” B;(z — a)~i 


are called the principal part of /(z) near a. By the definition of a singularity, a pole 
is a singularity. If x — 1, the singularity is called a simple pole. 

Any singularity of a one-valued function other than a pole is called an essential 
singularity. If the essential singularity, a, is isolated (i. e., if the region, of which 
a is an interior point, can be found containing no singularities other than a), then a 
Laurent expansion can be found, in ascending and descending powers of (z — a). 
Hence, the “principal part’? of a function near an isolated essential singularity 
consists of an infinite series. 

It should be noted that a pole is, by definition, an isolated singularity, so that 
all singularities which are not isolated are essential singularities. 

The behavior of a function f(z) as |z| —> co, can be treated in a similar way to 
its behavior as z tends to a finite limit. If we write z = 1/2’, so that the large values 
of z are represented by small values of z’ in the z’-plane, there is a one-to-one 
correspondence between z and 2’, provided that neither is zero; and to make the 
correspondence complete, it is sometimes convenient to say that when z’ is the origin, 
z is the point at infinity. But the reader must be careful to observe that this is not 
a definite point, and any proposition about it is really a proposition concerning the 
point z’ = 0. 

Let f(z) = @(z2’). Then @(z’) ist not defined at z’ = 0, but its behavior near 
2’ = 0 is determined by its Taylor (or Laurent) expansion in powers of z’; and we 
define ©(0) as lim @(z’) if that limit exists. For instance, the function @(z’) may 


z—-0 


have a zero of order m at the point z’ = 0; in this case, the Taylor expansion of 
@ (z') will be of the form 
Piya Aa Be RE Og aE hy (OM 22) 

and so the expansion of f(z) valid for sufficiently large values of |z| will be of the 
form figs Az—™ + Ba-™—140z2-"—-24 ..., (0.1.8) 
In this case, /(z) is said to have a zero of order m at infinity. 

Again, the function @(z’) may have a pole of order m at the point z’ = 0; in 
this case, 
P(e) = Ale + Bje™—1+Cpe™—2+... -Ljfe’ + M + N2+ P2’?+...; (0.1.9) 
and so, for sufficiently large values of |z|, f(z) can be expanded in the form 

fey=H—Aw + Be—-14 Cee 2 ow thet M+ Niet Pleo (0.1.10) 


In this case, /(z) is said to have a pole of order m at infinity. 
. Similarly, f(z) is said to have an essential singularity at infinity, if @(z’) has 
an essential singularity at the point z’ = 0. Thus, the function exp z has an essential 
singularity at infinity, since the function exp (1/2’) or 

1 + le’ + 1/(2! 22) + 1/(3!2'8) 4+... (0.1.11) 


has an essential singularity at 2’ = 0. 
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In all the previous considerations, the functions have had a unique value (or 
limit) corresponding to each value (other than singularities) of z. But functions may 
be defined which have more than one value for each value of z; thus z’/2 has two 
values, and the function are tan « (# real) has an unlimited number of values, viz. 
na + arctan x, where —}/,% <arctana <}/,” and n is any integer; further 
examples of many-valued functions are log z, z—, sin (z/). This is easy to under- 
stand if we recall that z =r exp (i 0) =7r (cos 0 + 7sin 0) =1r [cos (0 + 2a) + 
+isin (0 + 2n2)] =rexp [4 (06+ 2n2z)]. Thus, logz = logr +2(0 + 22), 
which is a many-valued function, depending upon the value of the integer n. 

Either of the functions which z’/2 represents is, however, analytic except at 
z= 0, and we can apply to them the theorems of this section; the two functions 
are called “branches” of the many-valued function 2z’/:, There will be certain points 
in general at which two or more branches coincide or at which one branch has an 
infinite limit; these points are called ‘“‘branch-points”. Thus, z’/: has a branch-point 
at 0; and, if we consider the change in z’/: as z = r e’9 describes a circle counterclockwise 
around 0, we see that 6 increases by 22, r remains unchanged, and either branch 
of the function passes over into the other branch. This will be found to be a general 
characteristic of branch-points. Thus, we cannot apply Cauchy’s theorem to such 
a function as 2’/: when the path of integration is a circle surrounding the origin; but 
it is permissible to apply it to one of the branches of z’/: under special conditions 
(for more. details, the reader may refer to’). 

Geometrically, a many-valued function represents the so-called “Riemann 
surface”. Each branch of a many-valued function represents geometrically a branch 
or a sheet of the Riemann surface. Seemingly, all the sheets of a Riemann surface 
lie in one and the same plane. Actually, they are separate geometric elements, 
connected together only by means of branch points or other singular points. 

An extension of the theorem of (0.1.5) is represented by the theorem of residues. 
If the function / (z) has a pole of order m at z = a, then, by the definition of a pole, 
an equation of the form 

a a a 

f(z) eae + rouge bes. $= +O), (0.1.12) 
where @(z) is analytic near and at a, is true near a. The coefficient a_, in this 
expansion is called the residue of the function /(z) relative to the pole a. Now let C 
be any contour, containing in the region interior to it a number of poles a, b, c, ..., 
of a function f(z), with residues a_,, b_,, c_,..., respectively; and suppose that 
the function /(z) is analytic throughout C and its interior, except at these poles. 
Then the theorem of residues states that: If f(z) be analytic throughout a contour 
C and its interior except at a number of poles inside the contour, then 


\f(z)dz=2n1D’R, (0.1.13) 
6) 


where 2k denotes the sum of the residues of the function f(z) at those of its poles 
which are situated within the contour C. 

Let us note that if a@ is a simple pole of f(z), the residue of f(z) at that pole is 
lim {(z — a) f (z)}. 


ae 
We shall briefly mention the singularities of linear differential equations. The 
standard form of a linear ordinary differential equation of the second order will bé 

taken to be du “ 
de +P) qr +a(eu=9, (0. 1. 14) 


KE. Whittaker and G. N. Watson: A course of modern analysis. Cambridge: University 
Press, ; 
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and it will be assumed that there is a domain S in which both p(z) and q(z) are analytic 
except at a finite number of poles. Any point of § at which p (z), g(z) are both analytic 
will be called an ordinary point of the equation; other points of S will be called 
singular points. The property that the solution of a linear differential equation is 
analytic except at singularities of the coefficients of the equation is common to linear 
equations of all orders. 

When two particular solutions of an equation of the second order are not constant 
multiples of each other, they are said to form a fundamental system. 

Suppose that a point c of S is such that, although p (z) or q(z) or both have poles 
at c, the poles are of such order that (z —c) p(z), ( — c)?q(z) are analytic at c. 
Such a point is called a regular point for the differential equation. Any poles of p (z) 
or of q(z) which are not of this nature are called irregular points. 

One may distinguish a few basic singular points: branch points (double or 
multiple), cusps of the first order, if both branches have the same tangents at the 
vortex, or of the second order, if both branches have different tangents, isolated points, 
end points, corner points (discontinuous first derivatives), etc. 

A domain is called simply-connected if it is bounded by one curve. If a domain 
is bounded by more than one curve we call it a multiply-connected domain. 

To illustrate better the nature of some singularities, let us discuss a few particular 
singular points. Let us note that the general character of the solutions in the 
hodograph plane can be easily examined by investigating the behavior of the 
transition function for an incompressible fluid. To begin with the simplest case first, 
consider for illustrative purposes a steady, irrotational flow in an infinite, simply- 
connected domain D bounded by a curve C in the z-plane (¢ = 2+ iy), with a 
parallel flow at infinity. At every point z of D there is one and only one velocity 


vector g. Assume that the z-plane is mapped onto a hodograph w-plane, where 
w= u—div. Hf the curve C is mapped into C and the flow at infinity corresponds 
to a point P on the real axis of the w-plane within C, then the domain D-is mapped 
onto D by a mapping function w = w (2), (0.1.15) 


where w (z) is an analytic function of z. The inverse function 
2 == 2 (Dh (0.1.16) 


will set up a continuous one-to-one correspondence between the w- and z-planes, 
provided the mapping is conformal. As one may easily verify by means of the 
fundamentals of analysis, this requires that w (z) is analytic and simple within D 
and w’ (z) + 0. However, for most problems these conditions cannot be satisfied 
throughout the field of flow. In the first place, the function w (z) is generally non- 
simple. For example, in the case of a uniform flow, w (z) is constant, i. e., 
w (z) = constant, thus w’ (z) = 0, and the whole z-plane corresponds to a point in 
the w-plane. Furthermore, the complex velocity for a two-dimensional problem 
generally can be put in the following form 
UP Wes Ww" (2), (OUDSEF) 

where w., is a constant. Since w., represents the flow at infinity, the boundary 
conditions at infinity require that w*(z) = 0, as z tends to infinity. As a consequence 
w*' (z) = 0, as z tends to infinity. Therefore, in all cases, the point P in the w-plane, 
is a singular point. It is a branch-point at w., if z) (w) is many-valued; or a pole, 
if otherwise. 

In practice, there are two kinds of singularities that play a dominant role in the 
problem of a two-dimensional flow. These singularities will presently be discussed 
briefly. 
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The function z,(w) is said to have a branch-point of order k at w = Wao, if its 
inverse w(z) contains the part w* which has a zero of order (k + 1) at 2 = oo. One 
of the most important singular points in two-dimensional flow problems is the branch- 
point of order 1. As is known, when a closed body is present in a uniform flow, 
there always exist two stagnation points S, and S,, both of which correspond 
to the origin of the w-plane, since both the velocity components, w and v, at those 
points are equal to zero. If a streamline PS is followed, for instance, from -++ co 
to S, hence along the surface of the body, and then from S, to — oo, a curve PS 
in the w-plane would be described twice. This indicates that the function 2 (w) 
possesses two branches of Riemann surface joining together about the branch point EB 
In order to make the domain D single-valued, a cut is put along the real axis from 
the branch point to -+ co. Then one portion of the z-plane is mapped onto a definite 
branch of the Riemann surface in the w-plane, and this will be defined as the domain D. 
If the body is symmetrical with respect to the coordinate axes with parallel flow at 
infinity, then the domain D, containing the points z which possess the negative 
imaginary part, i.e., Im {z} < 0, will be mapped conformally into D on one branch 
of the Riemann surface and the points z with Im {z} > 0 on the other (Im denotes 
the imaginary part). 

Another singularity of importance is the logarithmic singularity. Let us consider 
the flow over a wavy surface, placed parallel to a uniform stream. Such a flow has 
a periodic nature. For such flows there are infinitely many points in the physical 
plane that have the same velocity. Hence, there is an infinite number of branches 
in the w-plane, each of which corresponds to a definite portion of the z-plane. The 


function z, (w) must have a term of the form In (1 — 7) and the point P now is a 


logarithmic singularity. If, however, a proper cut is introduced from the singular 
point to + oo, then the domain D is again made single-valued. 

Generally, a function in the hodograph plane may have more than one singularity. 
There may exist other singularities than the one at w—w,,. However, such 
singularities usually lie outside the region of interest and thus need not be investigated. 
Often those other singularities correspond to points inside the body. Of course, only 
the flow outside the body is of interest. 

The author believes that the reader is acquainted with such common types of 
flow as source (or sink), doublet and vortex. In a source (or sink) the streamlines 
coincide with the radii, and the flow conditions on all the streamlines are identical. 
The mass of fluid per unit time, flowing out from (or into) the center of the source 
(or sink), is called the strength of the source (or sink). A doublet is constructed from 
a source and sink of equal strength, located on an axis (called axis of the doublet), 
after the distance between the centers of those two elements shrinks to zero, so that 
both centers coincide. The streamlines are circles, each passing through the center 
of the doublet and being tangent to the axis of the doublet. The centers of all the 
streamlines are located on the line perpendicular to the axis of the doublet. The 
streamlines of a vortex are concentric circles. It is quite obvious that a representation 
of all those elements (sink, doublet, vortex) in the hodograph plane is connected 
with singularities of various kinds, and that the passage from the hodograph into 
the physical plane cannot be achieved by a one-to-one correspondence. This is caused 
by the fact that in a source, say, the velocity distribution along each streamline 
(radius) is the same. Thus in the hodograph plane all the streamlines (radii) are 
represented by one and the same curve (hodograph) 


The expressions “‘in the small” and “‘in the large’, used in the present work, refer, 
as is known, to infinitesimal and finite regions, respectively. 
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Part 1. 
General Theory of Subsonic Flow. 
|. Physical and hodograph planes, system of equations, Chaplygin’s 
equation, 
The law of conservation of matter and the condition of irrotationality lead to 
two well-known equations 


(9%). + (@v),'= 0° “a, — vo, = 0, CL sb sh) 
where the known notations are used and subscripts denote partial differentiation. 


These equations are satisfied if the notions of a potential ® and a stream-function Y 
are introduced such that 


GeO Ot. Oa Gee OLY (ds de 
For illustrative purposes we take an isentropic flow for which the relation p = c 
holds. By combining that relation with the Bernoulli equation q2/2 + \ eo dp 
= const., we obtain the result [with | e-! dp = k (k — 1)-! p 0+]: 


Ga ihe he (We) G2 phe, (11-8) 


where 9, denotes the density at a stagnation point (at rest). Thus the density is a 
function of qg?7—@,?+@,2, and the equations (1.1.2) and (1.1.3) represent a 
system of three non-linear partial differential equations for ®, Y¥ and o. An important 
simplification in the study of the motion of such a fluid has been achieved by 
Molenbroeck? and Chaplygin®. That is, by means of transformation from the 
(x, y)-plane (physical plane) onto the (q, 0)-plane (hodograph plane) we obtain a 
system of linear equations. The symbol 6 denotes the angle between the direction 
of the resultant velocity q and the horizontal axis. If ® and W are considered as 
functions of gq and @ instead of 2 and y, they satisfy the system 


Pp=Gqot ae D, is a to) (ogy > Lo, (holed) 


bo 
—— 


> 
> 


I 


where M is the Mach number g/a, and a = (dp/de)'/: is the local sound velocity. 
Consider both M and 0 to be given functions of g.. Then equations (1.1.4) are linear. 
Differentiating the first equation (1.1.4) with respect to q and the second one with 
respect to 6 and comparing, results in the well-known equation of Chaplygin, which 


is a linear one: PW, + oq (1 — M)+ ¢ 0+ Yoo). = 0. Choro) 


2. Transformation of Chaplygin’s equation, pseudo-logarithmic plane. 
For subsonic flow let us replace g by a new, dimensionless variable 4, which is 
i ‘ j. 1) 
defined by a = (1— M2)/2q7 = (q — a-2)'/2, (1,2...) 
with A= 0 for q =a, i.e., for M = 1, or 
A= =) [1 — 20 (2) eastde. (524) 
q 
While q goes from zero to a, the variable / varies from — co to 0. From (1.2.1) we 
may express the derivative Y, in terms of ¥;, that is, Wo = (1 — M)hg4 Y,, and 


a P. Molenbroek: Uber einige Bewegungen eines Gases mit Annahme eines Geschwindig- 
keitspotentials. Arch. Math. Physik (2) 9, 157—195 (1890). a. & ; » oe 

8 §, A. Chaplygin: On gas jets. Scientific Memoirs, Moscow University, Phys.-Math. Section 
21, 1—127 (1904), or N. A.C. A., T. M. No. 1063 (1944). 

4 R. von Mises and M. Schiffer: On Bergman’s integration method in two-dimensional 
compressible fluid flow. Advances in Applied Mechanics, Vol. I. New York: Academic Press 


Ine. 1948. 
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by introducing the quantity /’/: = (1 — M)‘:e, we easily obtain the equality 
gor, =i: Y,, and the relation 


(qo7 Pq = (lL — MP) gq (UP Yi). (1.2.2) 


Introducing (1.2.2) into (1.1.5), Chaplygin’s equation becomes: 
she Pog +s 'h(s¥),=0, s=Uh, (123) 


1 a 1 
In (1.2.3) we replace Y by Y* = s‘/: YW and calculate (s ¥,), = s'/2¥*,, — ¥* ae (s /2), 
Equation (1.2.3) takes the form: 
AW* + f(A) P* = 0, (1.2.4) 


where the symbol A denotes the Laplacian, i.e., 4 = 67/022 + 0/06", and the 


dimensionless function f(A), 
f(A) = — sh (eh) = — [a (28) 3 — Se 2) >} (1.2.5) 


depends on A only. In (1.2.5) the symbol s’ denotes the derivative of s with respect 
to A. Each function Y* = W* (A, 6) that satisfies the partial differential equation (1.2.4) 
defines a stream-function Y% — s~‘/: ¥*, The plane (A, 0) is called the pseudo-logarithmic 
plane (see section I.4). 

3. Isentropic flow. 


The transformation of Chaplygin’s equation, as presented so far, applies to any 
fluid for which both M and @ are certain functions of g only and for which a definite 
relation between pressure and density holds. Let us specify this relation now, by 
assuming the isentropic conditions. As it is known, for such a flow the relation 
a—kpeot=kcoe'—tholds. Using that relation we obtain from (1.1.3) the 


formula l i 
3 (k—1)¢P?+@=a, or gil + (&k — 1) m| = ma,’, (1.3.1) 


where m= M?= qa. Differentiating the second equation (1.3.1) with respect 
to m we get the relation 3 


am (2) = (dom) >. (1.3.2) 
From the equation for the sound velocity we have the relation 
(k — 1) log e = log (a?) + const., (1.3.3) 
which, differentiated with respect to m, leads to: 
oe (loge) = — se M2 Gye: (1.3.4) 
In the derivation of equation (1.3.4) the first formula (1.3.1) and formula (1.3.2) 
were used. In (1.2.5) we apply the substitution s’(2s)72— bp (log s) =n, 
and obtain dn 
edousls dierent (1.3.5) 


By taking the logarithm of s (section I.2) we obtain the relation 


1 
log s = -> log (1 — m) — log @, (1.3.6) 


from which we get, after some elementary transformations by means of the second 
equation (1.3.1) and (1.3.4), 


ad J 
aie (log 3) = mT (k -|- 1) (1 = m) 1 yg? ry ee (1 LON 7) 
From the definition of 2 given in (1.2.1), it follows that 
a) 


day = (1m (2@), (1.3.8) 
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and thus, using (1.3.2), (1.3.7) and (1.3.8) we obtain after some elementary 
calculations: 


d i | 
N= —sqz (logs) = — > (k + 1) m3 (L— m)-*h, (1.3.9) 


By differentiating, using the second equation (1.3.1) and equations (1.3.2) and 
(1.3.8), we obtain 

dn 1 . 1 

Ga (A +1) mt (1 — m)3}4 — (8 — 2k) m — “x (k — 1) m?). (1.3.10) 
Then, by substituting (1.3.10) and the square of the right-hand side of (1.3.9) into 
(1.3.5), we obtain the function f in terms of m: 


f= lk + 1) m? (1 — m) [16 — 4 (3 — 2k) m — (3k — 1) m?]. (iS Acl) 


To obtain the relation between 4 and m, we multiply the right-hand sides of (1.3.2) 
and (1.3.8), and by considering the second equation (1.3.1), 


da 1 A 1 - 
Ge = Eh — m)h|lm +5 (kb — 1) mm. (1.3.12) 


Therefore, by integrating, 


= + {log (1 — 7) — log (1+ T) +h flog (1 +4 7) —log(1—AT)]}, (1.3.13) 
T2=1—m, h=(k—l)¥e(e +1)-%, (1.3. 13a) 


Using the _ substitutions (1+ 7)=m(1—T7)3, (1—T7)=1—(1—m)», 
(l+AT)=(1—AT)4 [2 (k + 1)2 4+ 2m], etc., we obtain from (1.3.13) formula 
(ri jan *, p, 264, 

Combining (1.3.11) and (1.3.13a) we easily obtain another formula for f(A): 


f=se (b+ (5 (1 +h) T-8—12h 4 428k — 7) 72 +4(2 +h) — (3h—1) 1], 
(1.3.14) 
or 
pase (k +1) — TY P-9[5 (b+ 1) + 2(5 —b) T— (3k —1) TH. (1.3.14a) 


The relations (1.3.11) and (1.3.13) between f, 2 and m do not involve any 
integration constants, since f, A and m are dimensionless. 


4. The duality between the flows of an incompressible and 
a compressible fluid. Logarithmic plane. 


In considering the two-dimensional flows of a perfect fluid, it is convenient to 
introduce a certain correspondence between subsonic flows of a compressible fluid 
and flows of an incompressible fluid. Naturally, such a correspondence can be defined 
in various ways. On the other hand, one can formulate certain requirements which 
will simplify the forms of this correspondence. First, it is convenient to consider 
the flows in a plane where @ and Y satisfy a linear homogeneous equation, since in 
this case the principle of superposition holds. Second, it is natural to require that 
the equations for ® and Y have the simplest form possible, which for linear equations 
is the so-called “‘canonical form’’. In the case of a compressible fluid, these conditions 
lead to considering the potential and the stream-function in the pseudo-logarithmic 
plane, where both requirements are fulfilled. In the case of an incompressible fluid, 
@ and ¥ satisfy in various planes (that is, in the physical, hodograph, etc.) the same 
equation, namely, the Laplace equation. Since, however, we consider the compressible 
fluid motion in the pseudo-logarithmic plane, it is natural to introduce the corre- 
spondence with incompressible fluid flows defined in the logarithmic plane. In the 
latter case the equations for ® and Y have the “canonical form” (as may be easily 
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verified), and the transition from the pseudo-logarithmic plane to the logarithmic 
plane means only one-dimensional stretching: Thus one of the coordinates, 0, is the 
same, and for the second coordinate we take in the case of the incompressible fluid 
i = log q, and in the case of the compressible fluid the quantity A, defined by (1. 3.13), 
which reduces to log q as the compressibility effect goes to zero. The plane (A, 0) 
is the so-called logarithmic plane. This duality between the flow of an incompressible 
and a compressible fluid may also be extended to the considerations covering the 
methods of integration of the partial differential equations of flows of those two types 
of fluid. Let us consider partial differential equation (1.2.4). The corresponding 
equation in the case of an incompressible fluid evidently must have the form 
AW* = 0, i.e. Laplace’s form. Chaplygin had already determined an infinity of 
solutions of equation (1.2.4) by the simple procedure of separating the variables. 
Thus, every solution Y* of (1.2.4) which is regular in a given domain (see section 0. 1) 
of the (A, 0)-plane may be approximated uniformly in each closed subdomain (see 
section 0.1) by a series N 
Bye (A, 9) ph) (Gn Om bee (1.4.h) 
n=1 
to an arbitrary degree of precision. The symbols a, and 5, denote the constant 
coefficients and C,, and S, denote a set of solutions 


C', (A, 0) =S,0rtAp 008 20,0 Sp(A;-0) 10, Sin eh Oe Oe eee 


where the a, are expressed in a simple way by means of hypergeometric functions. 
The particular solutions (1.4.2) evidently correspond to the set 


Cn (AP OP San" cos WO) °"S,, (APO) = seo, Oe eee (1.4.27) 


of solutions for Laplace’s equation A Y* — 0. Every solution (1.4.1) may be associated 
with the harmonic function (i. e., a function which satisfies Laplace’s equation) 
N 
Py (A, 0) = 3) A” (a, cosn 6 + 6, sin n 6), (1.4.1’) 
n= 1 
and will, in fact, have many properties similar to those of the latter. Hydrodynamically, 
this means that Wy = s~‘/2» Wy* and Py will be stream-functions of compressible 
and incompressible flows, respectively, bearing more or less similarity to each 
other. Thus, the great experience in the theory of ideal incompressible flows 
may be used in order to create similar compressible flow patterns by the association 
(1.4.1)<+(1.4.1’). This transition may be conceived as an “‘operator” transforming 
a solution of the one differential equation into a corresponding solution of the other. 
Let us mention that determining the incompressible flow around the given obstacle 
and obtaining the complex potential as a function of (log q, 0) is always a solvable 
problem by the use of Theodorsen’s method’. 

Unfortunately, there appear in the theory of incompressible fluid flows functions 
that are neither regular nor single-valued when expressed in the hodograph plane. 
Consider for example a flow originating from a doublet at infinity and passing around 
a circle; one easily verifies that in the hodograph plane the stream-function is a two- 
valued function possessing a point with branch character corresponding to the point 
at infinity in the physical plane. In general, even in the simplest examples of ‘flows 
around closed curves we may expect stream-functions that are multivalued and 
possess singularities of various kinds. Moreover, the infinite series representing a 
solution by Chaplygin’s method will converge in general only within the part of the 


* Th. Theodorsen: Theory of wing sections of arbitrary shape. N. A.C. A., Rep. No. 411 
(1931). 
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domain in which the flow is defined. Therefore several expressions are needed in 
order to obtain the whole flow. Bergman® derived another method which yields 
certain types of particular solutions Y,, the stream-function of a compressible fluid 
flow. Bers and Gelbart’ obtained the same solutions independently of Bergman. 
They denote the functions ®, + i ¥, as +'-monogenic functions. Here ®, is the 
potential function. But the flow patterns generated by the functions y, mentioned 
above (Bergman, Bers) or a linear combination of them » x, Y,, are of rather special 
character. In particular, the flow patterns with stream-functions » «, ¥Y,, cannot 
(in general) represent an entire flow around a closed body (a similar situation to 
Chaplygin’s method). Frequently, in the theory of analytic functions of a complex 
variable in a similar situation (i.e., when one expression of a certain kind—e. g., 
power series —does not represent the function, say, f, in the entire domain B in which 


the function has to be considered), the procedure employed is to decompose B into 
nr 


smaller regions, say, Bg, K = 1,2,...,n, >’ Bx = B, such that it is possible to 
K=1 

find in every region Bx, another analytic expression which represents / in that region. 
Generalizing this method of representation of a function of a complex variable, 
Bergman described in * a method for representing the stream-function by means 
of decomposing the domain B into parts Bx, and representing Y in every Bx by 
another analytical expression. This method will be given in the part on transonic flow. 

But in many instances it is important to have a single expression represent the 
whole flow. Thus the problem arises to develop another procedure in order to make 
harmonic functions correspond to solutions of Chaplygin’s equation. This procedure 
has to be defined in the hodograph plane and must be applied in domains situated 
on Riemann surfaces (see 0.1) over this plane. Only such methods will permit the 
translation of incompressible fluid flow patterns into flow patterns of a compressible 
fluid in the large (see 0.1). Such a method has been elaborated by Bergman®: ®: 1° 
through ®. One of the fundamental ideas of this method is the application of “‘operators’’ 
transforming the solutions of flow around closed curves in the domain of an 
incompressible fluid into the solutions of flow around closed curves in the domain 
of a compressible fluid. This will be discussed more thoroughly in the next section. 


5. Method of generating stream-functions. 


According to Bergman’s method, we integrate the transformed Chaplygin’s equation 
(1.2.4) by setting* 


w« — S'9 Ga, (Ube) 


where each G,, depends on / only and each g,, is a harmonic function of 4 and 6. This 
series will be subjected to certain formal transformations. The justification of these 


6 Bergman: A formula for the stream function of certain flows. Proc. nat. Acad. Sci. USA 
29, 276—281 (1943). 

7 L. Bers and A. Gelbart: On a class of differential equations in mechanics of continua. 
Quart. Appl. Math. 1, 168—188 (1943). On a class of functions defined by partial differential 
equations. Trans. Amer. Math. Soc. 56, No. 1, 67—93 (1944). 

8 §. Bergman: On two-dimensional flows of compressible fluids. N. A.C. A., T. N. No, 972 
1945). 

: % Bergman: Zur Theorie der Funktionen, die eine lineare partielle Differentialgleichung 
befriedigen, I. Recueil Mathématique, Nouvelle Série 2, 1169—1198 (1937). 

10 §. Bergman: Review of the paper: Two-dimensional irrotational transonic flows of a 
compressible fluid. By Y. H. Kuo: N.A.C.A., T. N. No. 1445 (1948); in Mathem. Reviews 11, 
No. 3, 223 (1950). 
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transformations will be given in the next section by studying the convergence of 
the series considered. We find from the identity: 


A(A B)=AAB+ BAA 4+ 2(A,B,+ Ap Bo), 


and 


that 
A (Yn Gn) = Jn Ge ar 2 Cai (Yn)a- 


Introducing the value of A (g,G@,) in (1.5.1), we obtain 


A zee =e [Fn Ge al DG (9n)als 
0 


so that 
AP + JP = S7 [gy (Cy + $n) + 265! ail (1.5.2) 
In order to have the right-hand side vanish as required in (1.2.4), we choose: 
Oy Ay. ‘Ouaaee le el Cae ee ae (1.5.3a) 
2 (9n)a = — In-v (1.5.3b) 


where g, is harmonic, but otherwise arbitrary. Then (1.5.2) becomes 


Aes etl ae 2 ae: lgnlG's 41 — [Ga tfGn) aGasatad res [ga Gin ce Qe G44 Gao = 0, 


as is easily seen by rearrangement of the series and in view of the fact that G,’ = 0. 
Thus, (1.5.1) with the conditions (1.5.3a) and (1.5.3b) is a solution of (1.2.4). 
We now solve the recursion formula (1.5.3b) for the g, functions in the following 
form: The functions g, must be harmonic functions of 2 and 6. Therefore we choose 
analytic functions ®, (Z),Z = 2+76, such that ®)(Z) is arbitrary analytic, and 
Z 
1 
®, (4) =—z\®,_, (dt, (1.5.4) 
0 
and let g» be the real part of ®,(Z) and g, the real part of ®,, i. e., g, = Re{®, (Z)}. 
Then we have, in view of (1.5.4), 


2 (Yn)a ae Re {2@,'} = — Re {®,, aay SS GRE 
which shows that the g,, satisfy in fact the recursion formula (1.5.3b). On the other 


hand, we may easily derive from (1.5.4) 
z 
i ae fail aE \ a , 
®,(2) = aw \ Poll) (Zeta, n>, (1.5.4’) 
0 
whence 
Z 
Sel) pala 3 
gn (2,0) = Vag Re} | (0) (Z—r—rarh (1.5.5) 
0 


Consequently, the development (1.5.1) takes the form: 
co Z 


} ea ~ __\" ayn —1 
(2,0) =9o(2,0) + > Gu(A)Re{\ y(t) — ee ath, (1.5.6) 
0 


ST) 
: n—1)! 


Bergman’s Linear Integral Operator Method in the Theory of Compressible Fluid Flow. 343 


6. The domain of convergence of the development for W*. 


Assume in (1.5.6) a uniform convergence for ¢ in a certain domain‘. This assumption 
allows us to interchange the process of summation and integration, so that 


Z 
P* (A, 6) = go (A, 6) + Re {| Bo(t) U (t; a, 0) dt}, erOeh) 
with i 
ore n n—1 
(gi t: Bie \ bit A cae: 3 ll 
(¢; A, 0) oa G,, (A) ein : (l,6he) 


n=1 


The transformation of the series of ¥*(A, 0) is valid in exactly the same domain of 
the complex f-plane, where (1.6.1a) converges uniformly. In order to find a domain 
of uniform convergence of U (¢; A, 0), we shall apply the following procedure: we 
shall find a series which dominates the series U (¢; 2, 9) and shall study its convergence. 
Because the development of U contains the functions G,, we have first to find 
functions Q,,(A) such that, for each n, Q,(A) dominates G, (A). This means that, 
for — co <A <0, all Q, and their derivatives are larger than or equal to the moduli 
(absolute values) of the G, and of their corresponding derivatives; by means of 
symbols, the condition that G, <Q,, will imply: 


HG, |_ FQ, 
dik dae * 
It is easy to prove that: (A) For each partial differential equation of the type of 


equation (1.2.4), where f(A) can be dominated by an expression of the form O (¢ — 4)~, 
which mathematically may be presented in the form 


G,SQ,, and 


I 


(1.6.2) 


Tee SO 6a AS. 1 Cdk EO. (15.633) 

the corresponding series U (¢; 2, 9) is uniformly convergent in the domain! 
Bat - 
sty | Sa<1. Ce, Gro) 


(B) A suitable constant C in (1.6.3) can be determined in the special case we are 
dealing with, namely, the function / derived from the isentropic conditions’. 

(A) We shall present only an outline of the proof. Namely, under the assumption 
(1.6.3) we easily find that Q,, satisfying the condition (1.6.2) is of the form 


Qn =! Un (e = Ayre (1.6.4) 
with the following recursion formula for the constants jv, : 
Ho = 1, ns = Hn (WD + 2) (w +B) (m +1), (1.6.5) 
1 ipl! "Ts 1 (al \"/2 
where a=z—(z—0] ; Bp=yat [= —¢) c 


As one may easily notice, the coefficients “, obey the same recursion formula 
as the coefficients of the hypergeometric series 
oP a(a+1ypiB+ 1) wt EA Gpgoraniee™ : 
H («,8,y3%)=1+ 4,447 Zinger. © pe fet Zoi MaMa it tO 5B) 


0 


co 


with y = 1. Because none of the parameters a, f, 7, is zero or a negative integer, 
according to the theory of hypergeometric series, the series H, together with all its 
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derivatives, is uniformly convergent for |a| <a <1. Substituting (1.6.4) into 
(1.6.1a) in place of G,, we obtain after some transformations 


suas d 
ONG A, O) pe (1.6.6) 
where H, denotes the hypergeometric series of the form 
ig 
H,=H, (08,150 ¢=5 oa (1.6.6a) 


As mentioned above, the hypergeometric series is a uniformly convergent series for 
|z| <a <1. From the fundamental concepts of analysis it is known that a series 
whose dominant is a convergent series of positive terms (this last condition in the 
present case is not essential, as one may easily show), converges uniformly. Hence 


the uniform convergence of U and, therefore, of the development for Y*, is assured 
for each region Fa se< 1. In this domain, the series for U (t; 4,6) as 
well as those for all derivatives of this function converge uniformly and absolutely. 
This justifies all the transformations performed in section 1.5, and proves that W* 
satisfies (1.2.4). 

(B) We shall briefly outline the proof that in equation (1.6.3) a suitable constant C 
can be determined in the case of the function f that was derived in section 1.3 on 
the basis of the isentropic relation. Introducing the variable 7’ into the expression 
for f(1.3.11) we obtain 


HESS oc - pe ee (1.6.7) 


where o,, 6,,... are constant coefficients. As is obvious from (1.6.7), f is an analytic 
function of 7’ and the development (1.6.7) is regular for all complex values of 7 
finite and different from zero. The formula (1.3.13) shows that for complex values 
of 7’ the variable A assumes complex values also. From equation (1.3.13) we see 
that A is a regular analytic function of 7 if 7+ +1, +A, and that for these 
exceptional values of 7’, 1 becomes infinite. For 7’ = co every determination of A 
is purely imaginary. Of course, vice versa, 7’ is a certain function of 2 and 
(1) — f(T (A)). By a suitable transformation‘ it is possible to show that 
ja" £2 (a) | 


rae 4 <n! K(e— A)”, (1.6.8) 


where K is a constant. On the other hand, we have from the definition of F in (1.6.3) 


d"F 
oe E+ De — AF. 
an 
Hence, for real A<e 
ar eee d"'F 
oe oe -—1 n : —Lfhenw AVE 
ait Pe OE Ne eae 
and choosing 
C=KA(n+1)4, AZ—A, (1.6.9) 
we obtain 
d”f ad" Fp 
air Se (1.6. 10) 


as required, since (¢ — 4)? A~* is greater than or equal to unity. The discussion! 
of the inequalities (1.6.3), (1.6.3’), and of the condition (1.6.9) as well as that 
of ¢ =A = — A, leads to the determination of the domain of the convergence of 
the series (1.5.6). This domain is contained on the left-hand side of the (A, 6) plane 
between two vertical lines; — ¢ = const. and — A = const., and two straight lines 
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g = + 3": 4 through the origin forming an angle of 120° with each other. In the 
interior of this domain all the inequalities (1.6.3), (1.6.3’), the condition (1.6.9) 
and « = 4 => — A are insured and hence we may assume the absolute and uniform 
convergence of the series (1.5.6) in each closed subdomain of the angular domain 
considered, as long as ®, (Z) itself is bounded in this domain. 


7. Discussion of the domain of convergence of the series representing ¥*. 


We have outlined the proof that the series (1.5.6) converges absolutely and 
uniformly in each closed subdomain of the angular domain |0|<3'/2|a|. The 
question arises whether this series might not converge outside this domain, too. If 
we introduce into the recursion formula (1.5.3a), instead of f, the comparison 
function f(A) = O//2, we obtain instead of the G,,-factors the terms (1.6.4) with 
€ = 0 and the general term of our series is, therefore 


Gn = 2-™M My A—™ Re {| Dy (¢) (Z — #)”— 1 dt}, (174) 
0 
instead of (1.5.6). In particular, if ®, (Z) — 1, we obtain 
Oy, = hy ROLL" (2A) -™}. (Loe. S) 
Let us write 
Bale, A= )\SkOosn: (lis Taae) 
Then we have 
|an| = ¢,|2cos «|—” - |cosn a|. (1rd Ad 


We may now choose a point Z outside our domain of proved convergence, but arbitrarily 
2 

near it by taking « =r, where N is a sufficiently large integer. For all 

integers »’ which are multiples of N we have 


1 , s, 
|en| 2 > Hy |2C08 x|~". (1.7.5) 
c « | My +1 | a & A 
Since |2cos «|< 1, and lm esl oa 1, which means that the series wu, is a 
n’ = co! Cm 


divergent one, one easily sees that the sequence |a,,| will increase beyond every bound. 
Hence, in this case, the series for Y%* does not converge outside the angular domain 
|| <3%/2|4|. Since f(A) behaves asymtotically like f(A) at 2 = 0, there is therefore 
little chance that the conditions of convergence of (1.5.1) can be improved. In 
general, we shall need solutions of the differential equation (1.2.4) that are defined 
not only in the aforementioned domain of convergence. There are two ways to 
improve our previous results. ; 

First, we remark that in every domain Re {Z} <b <0 the function f(A) may 
be approximated to any degree of precision by a series of the form 


m 


hm (A) =>) & exp (A), LET =O} 


y=] 
which is, as an analytic function of the real variable 4, regular in the whole finite 
j-plane. Thus, as in part B of section I.6, we may show that the development for a 
solution ¥Y,,* of the differential equation 


AW, * + fm (A) Ent =0, or GAY,* +F,, (A) Pn* =0, (1.7.7) 


where f, =4F,,, converges in the entire half-plane Re {Z} <0. If we replace, 
therefore, the function f(A) by an approximating f,, (A), we obtain a good agreement 


Ingenieur-Archiy VI, 5. 25 
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between the physical behavior of the gas described by the function /,,(4) and that 
of the compressible gas described by /(4) up to a certain Mach number, as well as 
a series development for the solution Y,,* that converges absolutely in the whole 
domain Re {Z} <0. On the other hand, one should not exaggerate the importance 
of this result. The computation of the G,,(A) for the real f(A) is still quite a difficult 
task. If, for every degree m of approximation one had to carry out new computations 
for the corresponding G,” (A), the amount of work might be excessive. Moreover, 
we know that the convergence in the half-plane Re {Z} < 0, will become worse for 
increasing approximation outside the sector |6| < 3’2|A|. Let us mention that—as 
was shown by Bergman’ —the actual solution of (1.2.4) may be written in the form 


ye — lim W,,*. (1m 


m—> CO 


We wish, therefore, to point out another way of continuing the development 
of Y* outside the original domain of convergence. To this end let us describe briefly 
the process of analytic continuation. Consider a power series in Z = 4 +176. This 
series converges and represents a function for certain values of Z only, Z < 1, say. 
This means that this series converges at all points located in the interior of the circle 
of the radius Z = 1. The question arises, whether it is possible to define the function 
at points outside the circle in such a way that the function possesses a derivative 
and is single-valued at each point (i.e., is analytic) in a larger domain than the 
interior of the circle. For this purpose choose any point P, within the circle. We 
know the value of the function and all its derivatives at P,, from the series, and 
so we can form the Taylor series for the same function with P, as origin, which will 
define a function analytic throughout some circle of the center P,. This new circle 
will usually lie partly outside the old circle of convergence, and for points in the 
region which are included in the new circle but not in the old circle, the new series 
may be used to define the values of the function, although the old series failed to 
do so. Similarly, we can take any other point P,, in the region for which the values 
of the function are now known, and form the Taylor series with P, as origin. This 
will, in general, enable us to define the function at other points at which its values 
were not previously known and so on. This process is called analytic continuation. 

Consequently, if the function exists outside the domain of convergence 
|0| < 3%: |A|, then the values of Y* can be obtained by use of various methods of 
analytic continuation. For example, the Borel summation method! or that of 
Lindeléf can be used. Borel’s result represents an analytic function in a more 
extended region than the interior of the circle of convergence. Using the Borel 
method, we write! 


Sn (Ay 0) = Dy Gy) gy (Ay 8), (AGT SY 
0 
and obtain 
: — n+1 
(2, 0) lim Jexp (— x)» reaver iG. ol. (1. Ta) 
gH 0 ? 


This expression coincides with the original Y* in the whole domain of convergence. 
It might converge in a much wider domain. If we again in replace f(A) by our function 


of comparison /(A) = C//?, one sees easily for instance that this expression (1.7.9) 
is defined in the entire half-plane Re {Z\} <0. It is, therefore, a useful transformation 
for the original function f(A) too, and leads, in fact, in most cases, to the representation 
of Y*(A, 0) throughout the required domain. 
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8. Transformation to the physical plane. 


After a stream-function Y —s-‘/: ¥* has been determined in the A, 0-plane by 
means of the method discussed above, the task still remains of determining the flow 
in the physical plane—i. e., to express Y as a function of w and y. The transition is 
almost immediate, for the mapping of the 4, #-plane upon the «, y-plane is given 
by the following formulas: 


«=\e%{[—A PY, (cos 0) —q-! ¥, sin 0|da + [A VY, cos 6 — q+ Wpsin 6] d6}, (1.8. 1a) 
y= \et{[— A Pysind +q4¥, cos 0]da + [Asin 0 + > Wy cos 0] d6}, (1.8.1b) 
A= 97 (1 — Mh, (1.8. 1e) 


9. Alternative formulas, additional remarks. 


Let us mention that various representations of Bergman’s procedure and _ his 
final results are possible. Below, we shall try to represent all possible phases and 
variations of his method. This will enable the reader to follow not only the original 
papers of Bergman, if he wishes to do so, but also the numerous tables of various 
functions which are so important in applications of this method to practical problems. 
In previous sections we explained the meaning of a few functions such as ¥, Y*, etc. 
We discussed the behavior of the compressibility equation in the pseudo-logarithmic 
plane (A, 6) or in the Gaussian plane Z = 4+76. We note, without showing it 
in a more precise way, that one may use various systems of coordinates such as: 
A+276, A—716, 9+72A, or 0—it4. Theoretically, it makes no difference which 
system we use and in the subsequent sections we shall refer to all these systems; 
similarly, the functions Y, Y*, etc., will be used, depending upon the situation. To 
avoid complicating the present representation of Bergman’s method, we shall restrict 
ourselves in many instances to a simple citation of the final results and formulas, 
referring the reader who is mathematically more advanced to his original papers, 
where all the proofs are given. 

The differential equation for Y in the pseudo-logarithmic plane, corresponding 
to (1.2.4) is given by the formula 

M4 
ee M2)! : 


PatPegt4NVi=0, N=—(k4 OF (iuo2i} 


An alternative solution of the second equation (1.7.7) is given by the formula 


Pt = Im {|g (4) ns Dibge. anda \, (1.9.2) 
4 Nn 
n= 1 
where Z = 4 —i 06, and ie 
Z 
g(Z)=g(Z), g™(Z)=\g*—YZ)dZ, n=1,2,... (1.9.2a) 
0 


The solution V,,* of (1.7.7) is the imaginary part of the series (1.9.2) which converges 
in the interior of the wedge-shaped region |6|<3'|A| of the half-plane 2<0. The 
function g (Z) is any arbitrary analytic function of Z, which contains the origin and 
is regular (i. e., does not possess singularities) in the entire domain in which we wish 
to obtain a solution: As the lower limit of the integral in (1.9.2a) any fixed value 
of Z, «, say, Re « <0, may be taken. If « = 0, we obtain the above mentioned 
region |6|<3'/:|A|. The functions Q@™ (24) are defined by the recurrence formula: 
25" 
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(2n +1)Q,@t) + Qi, +4F m (A) QM =0, (1.9.3) 
or 
i 
(20 +1)Qe+) = —Q, — 4) F,, (QM (Add, with n=1,2,... (1.9.4) 
4 
QY = — | 4F,, (A)dd, 
Qo = 1, 
and 
QM. (= co) = 0. 
From (1.9.3) we may easily obtain: 
Q? = — FF a (A) +3, (1.9.5) 
A 
Q®) == SS = aa = seh Q ae ad | F,2dA is 55 0, ete. (1 Sipe 6) 


Equation (1.9.3) determines each Q™ to within a constant; this constant can be 
specified by the requirement that for some fixed value, say, g = q, (and, therefore, 
for some A, say, A = A), Y” vanishes. Bergman™ proposed as the most natural 
choice that all Q™ should vanish for 2 = — oo, i.e., for g=0. This assumption 
gives the lower limit of the integral in the formula (1.9.4). 
According to definition Y* — s‘/2 Y (see 1.2); hence ¥ = H ¥*, where H = s—‘2 or 


1 
H=(1—My-*1 +5 -(k — 1) Me ER, (1.9.7) 


: : 5 . wie 1/(k-—1) 
as one can easily verify, using the identities = 


1 
0 E 5 (k — 1)q and 
M? = ¢ [1 — (k — 1) @/2], where the units of mass and velocity are so chosen that 
at a stagnation point @ = 1, and dp/dg = 1. Hence a solution of (1.9.1) is given 
by H ¥*, where Y* is defined by (1.9.2). It is often more convenient to use another 
operator which can be obtained from (1.9.2) by setting 


+1 


g(Z)=\#(5Za #)) (1— ey) “ede, (1.9.8) 
namely ae; 
+1 i NG, aie 
Y = Im{A\\f(>2(1—e)) (1 — eyed + (ZQMe}(EZ— a) (1 — eae + 

7 —I1 

my 

WEATAON a aA 2 2\— 1/5 \ 
+ \ (Ze Hi(>Za—e)a—e) hdt + ..|\. (1.9.9) 


Sil 


Both (1.9.2) and (1.9.9) represent two forms of the so-called “integral operator 
of the second kind”. The disadvantage of this operator is that it converges only 
in a certain portion of the subsonic region (i. e., a portion of the half-plane 4 < 0). 
In addition to this operator there exists, among others, the so-called integral operator 
of the first kind® ™, which possesses the advantage of converging in the whole 


 $. Bergman: On supersonic and partially swpersonic flows. N. A.C. A., T. N. No. 1096 
(1946). 

* 8S. Bergman: Two-dimensional subsonic flow of a compressible fluid and their singularities. 
Trans. Amer. Math. Soe. 61, 452-—498 (1947). 
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subsonic region, but which on the other hand does not appear to be suitable for actual 
numerical computation. Both these operators will be discussed more thoroughly in 
the section on transonic flow. 

In equations (1.5.1), (1.9.2) and others, the functions G,, H and Q are 
functions of 4 only and are the same for all stream-functions. They may be computed 
once and for all and the results used in all future computations. If any analytic 
functions g of a complex variable Z (regular at Z = 0) is substituted into one of 
the formulas given above, the result is a stream-function of a subsonic compressible 
fluid flow pattern. On the other hand, it is well-known that an analytic function 
g (log gq — 7 6) may be regarded as defining a flow pattern of an incompressible fluid. 
Consequently, those formulas may be interpreted as operators which distort an 
incompressible flow pattern into a compressible one. The operator formulas are of 
such a form that a knowledge of the incompressible flow pattern used leads directly 
to both qualitative and quantitative knowledge of the behavior of the stream-function 
of the corresponding compressible flow. 

As mentioned above, from the purely mathematical point of view, an operator 
is a rule which is applied to a function of one class to obtain a function belonging 
to another class. A simple example of an operator is the process of obtaining a 
harmonic function (i. e., a function satisfying Laplace’s equation) of two real variables 
by taking the real (or imaginary) part of an analytic function of a complex variable. 
This operator preserves many properties of analytic functions and is often used as 
a tool for the investigation of harmonic functions. 

An obvious objection is that, whereas any incompressible flow will lead to some 
compressible flow, there seems to be no indication of how to find precisely the g to 
be substituted into the operator so that we may have a specified obstacle in the 
compressible flow. A procedure to solve this problem approximately can be developed". 
In practical application the procedure described below may be applied. However, 
it is easy to see why the same analytic function g which solves the corresponding 
incompressible problem can be expected to yield a first approximation to the 
compressible problem in the case of low speeds; for in such a case the solution (1.9.2) 
is easily shown to yield a flow very similar to the incompressible flow, which agrees 
with the physical state of affairs. 

The fundamental problem to be faced in the theory of airfoils is to determine 
the flow with a certain velocity at infinity around an obstacle given in the physical 
plane. This leads to a very complicated non-linear problem in the hodograph plane 
since the domain where the flow is defined is determined by the flow itself. But, 
as mentioned above, we may overcome this difficulty by choosing a function g which 
solves the corresponding incompressible problem. With this g let (4,0) be the 
solution of (1.9.1) obtained from (1.9.2). A solution (A, 6) of (1.9.1) is further 


determined such that ¥% + Y assumes a constant value on the boundary h (of the 


hodograph of the incompressible flow). This particular streamline Y— + ¥ defines 
the shape of the body, the image of which in the physical plane will give a distorted 
(in a certain way) shape of the actual body; if the given profile is distorted in opposite 
directions and if the procedure described is repeated to the distorted profile, then 
in many instances a better approximation is obtained. This method may be repeated 
until the desired degree of accuracy is attained. 

The procedure explained below (proposed by Bergman), may be more suitable 
in practical applications. To explain the method more clearly, let us consider the 


18 §. Bergman: The hodograph method in the theory of compressible fluids. Supplement 
to “Fluid Dynamics” by R.v. Mises and K. O. Friedrichs. Brown University. 1941/42. 
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flow of an incompressible fluid, as a starting point. Then a rather large class of 
symmetric flows around closed obstacles can be obtained!* by putting: 


w+ — 'A,W,+ (A+, 0), (1.9.10) 


where A, are arbitrary constants and the symbol Y~* denotes a stream-function in 
the domain of incompressible fluids. For the set {+} it is advisable to choose the 
real and imaginary parts of the functions: 


PS (At, 0) EO, 4, 0) = Cap oxpay (1.9.11) 
pis =), O, didn eher 
Gta — 70, | Ay = lord, 


where « is a constant, whose value may be calculated from the conditions at infinity. 
Namely, exp « is equal to the velocity vector at infinity. In analogy to the above 
set we may choose in the compressible case the class of functions ¥, (A, 0) given by 


W,,. (A, 0) + i Pox 41 (A, 0) = P [(exp Z — exp «)*?], (1.9.12) 
pee LO T2. om PN eee ae 


where the symbol P denotes the “integral operator of the second kind’’, which, as 
explained above, generates solutions of the compressibility equations having many 
properties similar to those of the analytic functions to which the operator is applied. 
For each fixed value of the parameter «, it is possible, by applying the operator P, 
to generate a set (1.9.12) of solutions of the compressibility equation. From this 
set of solutions it is then possible to determine, by the use of (1.8.1), the corresponding 
functions «(A, 6) and y(A, 0), so that by the use of (1.9.10) it would be possible 
to construct a broad class of compressible flow patterns. A slight modification of 
this procedure is the following: 

Suppose that we are interested in determining flows past certain types of profiles, 
say Joukowski profiles or those of elliptical shape. By solving the corresponding 
incompressible flow problems, determining the complex potentials in the logarithmic 
plane (Z+ = A+ — 796), and applying the P-operator to these functions (with A* 
replaced by A), there are obtained complex solutions of the compressibility equation 
whose imaginary parts give the stream-functions (in the Z = 4 — 7 0-plane) of a 
compressible fluid flow past an obstacle bearing a certain resemblance to that 
appearing in the corresponding incompressible flow. By adding to this stream- 
function, which we may designate as a “basic solution”’, the stream-function Y4,, 
Pox41, corresponding to x = 0,1, 2,... in (1.9.12) one can, by taking various 
choices of the coefficients A, in (1.9.10), construct a class of compressible fluid flows 
which may be looked upon as modifications of that given by the “basic solution”. 
It may be noted™ that for even values of x the functions to which the P-operator 
is applied become polynomials in exp Z, so that it suffices to determine the functions 
P (expnZ), n = 0,1, 2,.... For odd values of x this simplification is not possible. 
Thus we obtain three sets of solutions: A. Basic solutions; B. Functions obtained by 
applying the P-operator to integral powers of (exp Z — exp a)2, ie. (expZ — 
— exp «)"" where x = 1,8,5,7,..., and for « assuming a sufficiently dense set 
of values (a two-parameter family of functions); C. Functions obtained from exp (n Z) 
in the same manner as described in B (a one-parameter family of functions). We 


“4S. Bergman and B. Epstein: Determination of a compressible fluid flow past an oval- 
shaped obstacle. J, Math, Physics 26, 195—222 (1948) 
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note that in order to avoid the necessity of adding too many terms of solutions listed 
under B and C, it is useful to prepare not one basic flow pattern, but for each type 
of obstacle a number of “basic solutions” corresponding to different values of any 
parameter, e. g., for an ellipse for a number of values of the eccentricity. 

The operator method, described above, involves the following elements: 

1. It is necessary to have considerable knowledge about incompressible flow 
patterns, in particular about their image in the hodograph and logarithmic planes. 

2. The operator formula has to be derived, the functions H and Q™ have to be 
determined, and rules must be developed for interpreting properties of incompressible 
fluid motions as properties of the corresponding compressible flows given by the 
operator. 

If the origin is moved and 4 is replaced by A* — «, say, that is, we set® 


Pea = ee, Oh > oy rel, (19243) 


then the second equation (1.7.7) assumes the form 


l : ‘ 
qa Ent + Pn (4%) Pint = 0, (1.9714) 
where 
a ee t an FS? = Fy (2A* — 2a). (1.9. 15) 


The solution of (1.9.14) is given by the following formula (1.9.16), where the 
substitution WY — H Y* is used 


WH * — H (27*—2x)Imlg (Z*) + S22" go (2 ae — 2 x) (ZI, (1.9.16) 
aa 22" n! 
n=1 
Z*=Ztu=s*— is, (1.9.17a) 
Z* 
g +0) (Z*) = | g™ (Z,*) dZ,*. (1.9.17b) 


0 

The transformation from the pseudo-logarithmic plane to the physical plane may 
be achieved in two ways: either directly by means of (1.8.1), or indirectly. In the 
latter case, we pass at first from the pseudo-logarithmic plane (A, 6) to the hodograph 
plane (q, 9), using the relation (1.3.13), and next from the hodograph plane to the 
physical plane. 

The transformation from the hodograph plane (q, 6) to the physical plane may 
be achieved by means of formulas, given below (analogous to 1.8.1): 


ax = — | (0 g?)-1 cos 6 (Wy) [(1 — M*) Ye? + @2 2] dg, (1.9.18a) 
y = — | (eg) sin 6 (Mo) [(L — M2) Ye? +g? W221 dq, (1.9.18b) 
where the integration is carried out along a streamline, Y(q, 0) = const. The local 


Mach number is defined by the formula 


M === 5 Z as (1.9.19) 
= (k—1)¢ 


a 


i 


where a, is the speed of sound at rest, i.e., a? =k RT). 

The application of Riemann’s function to the solution of equation (1.7.7) is 
briefly discussed in'®. The latter result does not differ essentially from the function 
introduced by Bergman in equation (7.4) of reference’. 


16 §, Bergman: Methods for determination and computation of flow patterns of a compressible 
fluid. N. A.C. A., T. N. No. 1018 (1946). 
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If there are instances in which the whole flow is subsonic and therefore it is 
only necessary to consider particular solutions in this range, (as in the present sec- 
tion), then it is useful sometimes to consider certain other expressions which will be 
derived in the following. The procedure is based on the method of separation of 
variables. As these variables, (4, 0) are employed, so that it becomes necessary to 
consider equation (1.2.4) with the function f(A) represented in the form f(A) = 


= »'C,, exp (2 A). Let 


n= 2 


ys — U, cos» (or U,sin v 9), (1.9.20) 
where 6 is bounded in a certain interval (— ZL < 6 < L) and » has the values 
pea ye Dake -9% ee ener (1.9.21) 


Below, we shall drop the subscript » and lett U = U,; U will vary, of course, with the 
choice of », even though this is not indicated by the notation. Thus, we obtain for U 
the ordinary differential equation 


UYU +4FU=0, P= sia). (1.9.22) 


The two independent solutions of (1.9.22) will be denoted by U®, 1 = 1, 2,.... 
Two cases must be distinguished, that is, whether y is or is not an integer. In the 
latter case 


U® = D>) dy exp [(v + 2 n) A, (1 .9.23a) 
n=0 
U® — S'd, exp [(— » + 2n) A], (1.9.23b) 
n=0 
where dM=d%=1, d%=—C,(14+ )7, d= —C,(1— »)-4, ete. The 


general formula for d,,, i = 1, 2, and the coefficients C’,, are given in! (pp. 37 and 75). 
In case y is an integer, we have: 
co 


UM — S'd,,® exp [(v + 2) A], (1.9.24a) 


n=0 


U® = S'{1s, exp [(v + 2n) A] +d,“ [exp (— » + 2”) A]}. (1.9. 24b) 
n=0 
The convergence of the series (1.9.23) and (1.9.24) may be demonstrated as follows: 
Let 


exp (2 A) = z. (1.9.25) 
Then the half-plane Re (A) < 0 corresponds to the circle |z| < 1. Since 
dU 5 MAG aU aU dU 
es ee = = PAM I Fi —— ¢ 
Gin Neen dit 4el(z d2* dz ) (1.9.26) 
the differential equation (1.9.22) may be written in the form 
, BU dU a 
agar Het ot Pw a) ee. (1.9.27) 


A vars Cate ‘ : : 

Since # —~-> is a polynomial in z, the point z= 0 is a regular singular point (see 
Part 0.1) of the differential equation. The general solution of (1.9.27) may be ex- 
pressed in the following form, provided » is not an integer: 


U=¢, U, + ¢ U,, (1.9.28) 
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where c, and c, are arbitrary constants and 


U, =e (1+ 3’ a, 2%); (1.9. 29a) 
n=1 
co 

U,= 2 (1 + DS Bat), (1.9.29b) 


n=1 


with «,, 6, properly chosen constants. Since the only (finite) singular point of 
equation (1.9.27) is at z = 0, the series converges for all values of z, as the theory 
shows'®, However, if » is an integer, as in the case under consideration, the above- 
mentioned method fails; the series (1.9.29a) may be retained, but the series (1.9. 29b) 
must be replaced by 


y—1 co 


Ua, tS yan Fin — yy) bh y» logz + Dd’ y, 2%" (n — v)-}, (1.9.30) 
n=0 n=r+1 


where the y,, are properly chosen constants. Therefore, in the case under consideration, 
the general solution of (1.9.27), valid for all z, will be of the form 


U =c, U, + ¢, U,*. (1.9.31) 


It is seen that by replacing z by exp (2 4), (1.9.29a) and (1.9.30) will assume the 
forms given in (1.9.24); the factor 4 in the first term of the series (1.9.24b) arises 
from the logarithmic term in (1.9.30). Since the expansions (1.9.29a) and (1.9.30) 
are valid for all z, in particular for |z| < 1, the expansion (1.9.24) will be valid for 
|jexp (2 A)| <1; that is, Re (A) < 0. 


Part 2. 
Simplified Pressure-Density Relation. 


1. Definition of a series representing a stream-function W* regular in 
the whole half-plane. 


The result of section 1.6 was that the series for Y* converged in an angular sector 
of the half-plane 2 < 0. To extend the representation of Y%* beyond that domain by 
analytic continuation is possible but involves complicated computations. Moreover, 
the procedure employed so far has the disadvantage that the computation of the 
functions G,, is increasingly complicated as n increases, and that each G, involves 
the previous G,,’s up to m =n — 1. So far, we have started with the isentropic 
relation, based on the equation of state of a perfect gas, and developed a representation 
that can only be carried out in practice with a certain approximation. We shall now 
reverse our method’. We shall begin with an approximate assumption concerning 
the physical function /, thus replacing it by another function f, which leads to a simple 
mathematical representation for ¥*, instead of the stream-function Y*, which function 
Y* converges absolutely and uniformly at least in the half-plane 2 < 0, i.e., in the 
whole subsonic region. The computation will now be relatively easy, while we shall 
have to justify our choice of f by showing that the hypothetical gas thus described 
is sufficiently similar to a real gas. We begin with a function 


7=—014, O>0, (ool 1) 


16. T. Copson: Functions of a complex variable. Oxford: The Clarendon Press. 1935. 
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instead of the function f as defined and computed in previous sections. Similarly, 


as in section 1.6, we are now led to functions G,, such that 
ese Og aTylpy = Ye Yh (2.12) 
Gy = ie G, ee co) ar 0, UO es 0, 


whence 3 
Geet ag (== Ae (221.3) 


The function U (1.6.1a) now takes the form: 


U (t; A, 0) = (2A4)72_D un 2 (Z = 19-1 (2A), (214-4) 
n=1 
or as shown in section I.6: 


T(t; 4, 8) = (2A) > 5 [A (a, B73) (2.1.5) 


where H is the hypergeometric series with x, 6, y from (1.6.5a) and w = (2 4) 1 (Z — t). 


Hence: 
Be d 


U (t; 4, 0) = — = [A (a, By; x)I, (2.1.6) 
and the series for Y* takes the form: 
Z 
ee q d fod 
P* (A, 0) = go (A, 0) — Re {\ ®o (0) 4p [H (x, B, 3 «)] at}. (2.1.7) 
0 


Since gy (A, 6) = Re (®, (Z)), equation (2.1.7) can, after some elementary trans- 
formations, be written 


p* — Re {8 (Z) — ®, (Z) H (x, B, y; 0) + ©, (0) A [a, B, y; (24) AZ] + 
Z 
+ | ®,’ (t) A [«, B, y; (2 4) (Z — 0) dt}. (2.1.8) 


The considerations concerning the points of singularity of the hypergeometric 
series H show! that U, and hence ¥*, generated from the analytic function ®, (Z), are 
regular in the whole subsonic region. A further simplification can be obtained by the 
assumption ®, (0) = 0 which leads* to [with H («, 8, y; 0) = 1] 

Z 
ye = Re {| Oo’ (t) H (x, B, y; x) dt}. (2.1.9) 

0 
If we start with a flow of an incompressible fluid, described by a stream-function 
Jo (A, 0) = Re [®, (Z)], the application of the operation (2.1.7) to ®, (Z) will lead 
to a corresponding flow pattern of the compressible fluid considered that will, in 
general, preserve the type of the original pattern. But while a change of ®, (Z) by 
an additive constant in the incompressible flow does not change the flow described at 
all, the addition of every such constant [see equation (2.1.8)] will lead to a different 
flow pattern in the compressible fluid flow. Among all the flows, corresponding to 
the same flow of an incompressible fluid, there exists one [characterized by the assump- 
tion ®, (0) == 0] for which the particularly simple representation (2.1.9) is valid. 
This remark shows that the correspondence between incompressible and compressible 
flow patterns is by no means uniquely defined, and that the same generating procedure 
leads to an infinity of different compressible fluid stream-functions if we start from 
the same incompressible fluid flow. As remarked in section 1.4, our procedure for 
finding solutions of the transformed Chaplygin’s equation may be interpreted as 
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follows: One starts from a known flow pattern of an incompressible fluid and corrects 
it for the compressible case by applying the above operation to its stream-function 
Jo (A, 6). This gives a certain distortion of this stream-function Jo. It is important 
to get a measure for the magnitude of this distortion. We find a partial answer from 


(2.1.7). Since go (A, 6) = Re [®, (Z)], for a particular stream-function g) = c, equation 
(2.1.7) transforms into 


P* — ¢ —c Re {H (a, B, y; x)}|4 = c Re {H [«, By; (24) Z]}, (2.1.10) 
since «|f = 0 — (24) Z, and A (0) = 1. 


One sees that for large values of |A|, i. e., small velocities, Y* does not vary too 
much, but for smaller values of 4 the deviation from constancy becomes appreciable. 
This particular Y* might serve as a criterion for the distortion in dependence on A. 


2. The physical relations corresponding to the assumption f= CA. 


We have to study how far the hypothetical gas, described by the function /, approxi- 
mates the real one. A gas is described by a curve in the space of four variables, ¢, p, 0 
and M. It is sufficient to choose three of the six possible relations between these 
variables and we choose M (0), ¢(@) and p(o). 


(a) The relation M (0). 


In equation (1.2.5), written in the form (s‘)’’ + f (A) s‘/2 =0 we substitute f 
for f and therefore obtain for s’/: the following linear differential equation: 


(s/a)” ok Cpt QO. (2.2. 1) 
The general solution of (2.2.1) is 
sila = yy [Al +. yo |Al%, (2.2.2) 
where the exponents 6,, 6, are the solutions of the equation 6(6 — 1) + C = 0, i.e. 
; 1 1 Ye xe: 
0.3 = xt(z Cc) . (2.2.3) 
In the particular case C = 0, we obtain 6, = 1, 6, = 0, 1.e., 
siz = y, |A| + ye. (2.2.4) 


We have at our disposal the two parameters y, and y,. Chaplygin® had already realized 
that the equation (1.1.5) could be transformed into Laplace’s equation if the p — @ 
relation is assumed to be of the form p = « 9! + f, and that in this case the whole 
theory of a compressible flow can be reduced to the well developed theory of an 
incompressible fluid flow. This approach was later considerably developed by von 
Karman!’ and Tsien! and the assumption of a linear p — o~! relation is known 
now as the Karman-Tsien approximation. One easily finds in this case s = y, i. e., 
a particular case of (2.2.4) with y, = 0. Since this approximation is very useful 
over a wide range of A, we shall henceforth also assume 7) = 0 in our improved 
approximation. This will simplify our computations considerably ; but it should be 
kept in mind that, if necessary, we have at our disposal an additional parameter in 


17 Th. von Karman: Compressibility effects in aerodynamics. J. acronaut. Sci. 8, 337—356 


1941). ’ rae : pears 
Hes S. Tsien: Two-dimensional subsonic flow of compressible fluids. J. aeronaut. Sci. 6, 


399—407 (1939). 
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order to obtain a better agreement between the hypothetical and the real gas. Hence, 
choosing y, = 0 and dropping the indices, we have in (2.2.2) 


se aah gps op SIE ee eae (2.2.5) 
and ; 

“ = — (2 6)2 y-1 s/2—1 a (2.2.6) 
On the other hand, equation (1.2.1) and the quantity s (section I.2) lead to = 
= oq 's. From the Bernoulli relation we have q ae a oP = 0, and thus we 
derive ‘ Se i Z se Gg ae Since M =.q (fy) "= (1 — s* 9?)"/2, we obtain 

je = MA = 81-8 om. (2.2.7) 
When we equate the right side of (2.2.6) and (2.2.7), the result obtained is 

i — 26 pyle Ve] — gt o2)1 = 0. (2.2.8) 


This differential equation yields s as a function of 0, and because M? = 1 — s? ¢?, 
we can, from (2.2.8), compute M(g), i.e., one of our desired relations between the 
variables of the gas. However, the differential equation (2.2.8) cannot be solved in 
a closed form. It may be solved numerically. The extreme values of the interval 
0 <@s <1 correspond to the Mach numbers 1 and 0, respectively. The integral 
curves s (g), representing solutions of (2.2.8), increase monotonically in the subsonic 
region, because 1 — s? 9? > 0, y> 0, for positive s [equation (2.2.5)], and 6 > 0. 


(b) The relation q(@). 
In Bernoulli’s relation a ge + | x= dp (a) == ¢,, we substitute g* = 7 “A = 


Q 


Q 


= M?’, and obtain 
Q 
5 Od er | GAT (GY Oe = Cr (2.2.9) 


@ 
Writing J(e) for | «+ p’(«)da, we obtain the differential equation for J (9), 


20 


iL 
z MW? J'(0) @ + J (e) = %, leading to 
J (0) = Cy — C, exp | 2 eh tae? del. (2.2.10) 
I 20 
Since = q? = ¢, —J(o), we obtain 


the desired relation q (0). 


(c) The relation p(o). 


Differentiating the quantity J (@) with respect to 9 (which is 9 p’) and comparing 
the result so obtained with the derivative J’ obtained from equation (2.2.10) gives 
us the expression for p’, which, when integrated, results in 

p = 2c,\ M(x) exp |— 2\ y41M(y)2 dy|da +- Cs, (2.2.12) 
Qo 2 


which is the desired relation p (0). 
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It should be noted that the integration of the differential equation (2.2.8) 
determines M (0) only up to a constant of integration. We may determine this con- 
stant by the requirement that the values M = 0 and eo = 1 shall correspond, which 
determines the units in which o is measured. In formula (2.2.11), the value 0, = 1 of 0 

1 
for which M = 0, is obviously of special interest. We shall show that | 2-1 M (a) da 
is convergent, and this will imply that ¢ is different from zero at M 2B 0. Therefore, 
since M = q(p')~":, the velocity of sound, a = (p’)'/, is infinite for M — 0, i.e. at 
M = 0 the gas behaves like an incompressible fluid. 

We first study the behavior of s(g) at @ = 1. The proof presented below is the 
author’s modification of the proof derived in*. We substitute 


$= 1 + Ay (9 — 1) + Ay (g— Ih te + Ag(o— ett +..., Oe, (2.2.13) 


with undetermined constants «, and 4,;, i = 1,2,... Then, with the application of 
the binomial theorem, we have: 


ge @0-* = 1 + [2 — (2 6)4] Ay (9 — 1) + [2 — (2 4) Ag (g — Int e+... 


(2.2.14) 
and 
ds és; —1 > ' emer > 9 
ae = 81 Ar (@ — 1-2 +(e, + =) Aa (0 — 1) (2.2.15) 
Let : . 
(1 — # %) = {1— # [1 + 2(e —1) +(e — 15], (2.2.16) 
so that applying the binomial theorem again gives the formula 
1— 6) = — 24 ee 1) — A? (o — 124— 
(1 — s* 9") 1 (@ — 1) (@ — 1) rhe) (2.2.17) 


—2 Ay (9 — 1h + — 2A, (0 — Itt +... 
Substituting (2.2.14), (2.2.15) and (2.2.17) into (2.2.8) written in the form 
(1 — s? 0?) 5 = 2 6 y!/*s2—@)" gives the equation: 
1 : i : " 
erie Ay fo — ly * — 2(e, 45) 414: (o = 1p ish == 2 6,A(@ =e. 
2b 26 yl? {1 + [2 — (2 6)] A, (e — 1)3 + [2 — (2.6)*] A, (9 — Ws te + ...}. 


(2.2.18) 
By comparing the smallest powers of (@ — 1) on both sides, we obtain the condition 
; 1 es 
26—1=0, 4=- 5, (2.2.19) 
Af= +—2d6y"¥, (2.2.19a) 
By comparing the terms of the order (9 — 1)’, we obtain 
1 
Ag op [2 = (2.0) — ete. (2.2.19b) 


The coefficient A, is imaginary; it must be so since in the range 0 < M < 1,1 2 o> 0, 
and consequently the expression (@ — 1)’/: is also imaginary. Hence we have: 


s = 1+ A, (o —1) + higher powers of (9 — 1). (2.2.20) 


From the equality M? = 1 — s? 9?, we have M® given by (2.2.17), and from the 
expression for g? in (2.2.16), we have 


ea M=[1—(e-1) + ...J M2 =— @4)7(@ =I +..., (2.2.21) 


358 M. Z. FE. Krzywoblocki: 


where the dots denote a series which is finite at the point 9 = 1. Now we integrate 
(2.2.21), term by term, and obtain 


|e M (a) da = — Ay [(0 — 1)72— (eo = 18] Fe, (2.2.22) 
which proves the convergence of the integral at the point eg = 1. 

We come, therefore, to the result that the velocity q of our hypothetical gas is 
never zero, but has a minimum value dmin corresponding to M = 0. In order to 
understand the meaning of this fact, consider at first a real gas coming from infinity 
with a finite speed upon an obstacle with a smooth boundary. The streamline ¥ = 0 
which encloses this boundary will split up at a certain point of this boundary into 
two branches that reunite at another point of the boundary from which the streamline 
continues to infinity. From continuity considerations, we conclude that the velocity 
at the two branch points must be zero. Applying the same considerations to our 
hypothetical fluid, which does not permit zero velocities, we arrive at an apparent 
contradiction. Its solution lies in the fact that the fluid fans out a little before the 
body and closes in a little behind it so that the branch points of the streamline are 
the vertices of two cusps formed by the streamline. At the cusp points the velocity 
may obviously remain finite. If we consider, therefore, the flow of the real gas that 
is approximated by our hypothetical fluid, we may say that this approximation 
certainly breaks down in the region where the velocity becomes smaller than the 
minimum velocity. Here our hypothetical flow produces wakes that are only caused 
by the insufficient approximation. This fact is a serious weakness of this kind of 
approximation. It may, however, be kept less significant if we choose the constant 6 
so small that dmin has a sufficiently small value. In this way we may improve the 
Karman-Tsien method for higher Mach numbers without sacrificing too much in the 
approximation at the velocity zero. 


3. Discussion of the obtained results. 


In order to study the approximation to the real gas yielded by our theoretical 
assumption (2.1.1), we discuss the M(@)-, q(o)-, and p(e)-relations for a real gas, 
for a gas based on the Karman-Tsien theory, and for two gases based an (2.1.1). 
Since s was an important auxiliary variable in our theory, we also include the relation 
s(g). To facilitate comparison, we choose the scale in the following so that we have 


at the point M = 0, @, = 1 and p, = 1. This assumption leads to a scale for ¢ also, 
by the use of the Bernoulli relation. 


For the real gas, we then obtain the following relations: 


4 


p = of = gl-4, (2.3.1) 
q@ = 2k (k — 1)-1(1 — pt-1) = 7 (1 — 09-4), (2.3.2) 
M? = 2 (k — 1)~1 (gi—# — 1) = 5 (9-0-4— 1) (2.3.3) 

s* = (1 — M*) 9 = 6 9 — 5 9-2-4 (2.3.4) 


For the Karman-Tsien approximation, we obtain the following corresponding equations: 


Da 4 Oe (ee eee (2.3.1’) 
g@ = A(o2— 1), (2.3.2’) 

M? = 1 — @, (2.3.3’) 

oie (2.3.4’) 
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Now, starting with (2.1.1), we obtained (2.2.5) and (2.2.8). In view of the definition 
of s and our choice of scale, M = 0, 0, = 1 imply s, = 1, which fixes the constant of 
integration. However, y and 6 are two parameters at our disposal. For the particular 
choice 6=0 and y = 1 we obtain the Karman-Tsien case considered above. It is 
obvious that the higher degree of freedom in the general case will lead to an improve- 
ment of the approximation. The integration of (2.2.8) was carried out in‘* for two 
different choices of the parameters y and 0. In the first case, a small 8 was chosen in 
order to stay in the neighborhood of the Karman-Tsien approximation. In this way, 
we may study the improvement of the approximation under variation of 6. In the 
second case, the constant 6 was chosen so that the asymptotic behavior of the hypo- 
thetical gas at Mach number 1 is that of a real isentropic gas. The equations connecting 
p,q; M and @ are now the following: 


M2 = 1.— o28, (2.3.3) 
9.2 exp|— 2 \ Sh (as? dz, (2.3.2°") 
1 
p= 1+ q2\ M (a) exp [— 2\ y> M (y) dylde. (2.3.19 
1 1 ; 


By integrating (2.2.8), we obtain s as a function of o, and, therefore, (2.3.1’’), 
(2.3.2’) and (2.3.3’’) give a representation of p, g, M as functions of 9. The new 
arbitrary constant of integration, qj, defines the minimum velocity of the fluid. 


: 5 1 : ; 
A. In the first case, the value 6 = a Was chosen. Equation (2.2.8) then becomes 
dL 2 
de = Ds (1 — 8 0), D= 26 yo = oyu, (2.3.5) 
Substituting LZ = s?, we obtain 
aL ; 
SDE Ae Hy (2.3.6) 


This equation may be integrated numerically. In order to get a good agrement for 
smaller Mach numbers, the constant D may be chosen to be equal to 0,105. The 
constant g,2 in (2.3.2’’) may be chosen more or less arbitrarily; to provide for a small 
value of the minimal velocity g, one may take gq) = 0,265. 


B. To obtain a model gas that behaves like a real one at the point M = 1, we 
replace (1 — M2)’: by T and obtain from (2.3.3) and (2.3.4) in the case of a real 
gas 

1 


Sohal 


e=[F@+N-Fe-HNP . (2.3.7) 
e= Tet = Ty (e +1) se 1 ryP, (2.3.8) 
On the other hand, we derive from (1.3.13) 
2 des ee ce 
d= al — 1) T+ oy B= = (2.3.9) 
Hence, we have for small values of 4 the development 
Sate A 
7 =| (1-7) Pal eehtereny 4 (2.3.10) 


and substituting this in (2.3.8), we obtain 


1 
—1/, 1) 1 Wpae 1)" o 1/ ¢ 
s=[(7 0-78) jefe + EFT + Ja Kat... (2.8.11) 
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If we want to obtain in (2.2.5) a choice of parameters that leads to the asymptotic 
behavior of the real gas for M = 1, i. e., A = 0, a comparison of (2.2.5) with (2.3.11) 


suggests the value 6 = =. For this value of 6, (2.2.8) takes the form 


6 
# _ Dstt — se) 2.3.12 
Fo ee al eee) ( ) 
or, substituting again L = s?*, 
| Se = 2D (1 Lely. (2.3.18) 


If we fix y so that D = = y$ — 0,606, this choice leads to curves that fit the correspon - 


ding curves for a real gas quite well for higher Mach numbers. In this case the 
minimum velocity g, ought to be chosen greater (= 0,471), in order to get a good 
correspondence near M = 1. The reader can find in‘ a set of curves for the two cases 
discussed. 

(Eingegangen am 2. Januar 1952.) 


(Aus dem Institut fiir Angewandte Physik an der Technischen Hochschule Wien und der 
Abteilung fiir Elektronenoptik der Siemens und Halske A. G., Berlin-Siemensstadt.) 


Die Aberrationskonstanten des elektronenoptischen 
Abbildungssystems ohne Blende. 
Von W. Glaser und H. Griimm. 
Mit 8 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Die allgemeinen Formeln der Aberrationskoeffizienten eines rotations- 
symmetrischen, elektronenoptischen Systems werden im Hinblick auf die Anwendung bei der 
Elektronenmikroskopie fiir ein System ohne Blende hergeleitet. Ihr expliziter Verlauf fur ein 
typisches magnetisches Polschuhfeld wird als Funktion der Linsenstarke dargestellt. Die Er- 
gebnisse werden dazu verwendet, um die GréBe des Zerstreuungsscheibchens in der GauBschen 
Bildebene zu bestimmen, das durch das Zusammenwirken der hier bestimmten Bildfehler entsteht. 


Summary. The general formulae concerning the aberration coefficients of a rotation- 
symmetrical, electrones-optical system are evolved for a system without diaphragm in view of 
its use in electronic microscopy. Its explicit development for a typical magnetic pole-shoe field 
is presented as a function of the strength of lens. The results are employed for determining the 
size of the dise of confusion in the Gaussian image plane resulting from the aberrations determined 
in this manner. 


Résumé. Les formules générales du coefficient d’aberration d’un systéme optique-électronique a 
symmiétrie de révolution sont développées pour un systéme sans diaphragme en vue d’une utilisation 
dans la microscopie électronique. Le développement explicite d’un champ typique, magnétique 
avec piéces polaires est présenté comme fonction de la puissance de la lentille. On emploit les 
résultats pour déterminer la grandeur du disque de confusion dans le plan d’image de Gauss 
qui se forme par la coopération des défauts de limage déterminés de cette facon. 


In der Lichtoptik wird das abbildende Strahlenbiindel in der Regel durch eine 
materielle Blende bestimmt. Bei der Berechnung der Aberrationserscheinungen legt 
man daher die einzelnen Strahlen des Biindels zweckmifigerweise durch ihre Durch- 
stoBpunkte durch die Blendenebene fest. Auch in der Elektronenoptik kann man 
die einzelnen Strahlen im Prinzip auf diese Weise festlegen (,,Abbildungssystem mit 
Blende“). Die tatsichliche Begrenzung des abbildenden Biindels erfolgt jedoch bei 
wichtigen elektronenoptischen Geriiten (Elektronenmikroskop) nicht durch eine 
materielle Blende, sondern sie ergibt sich aus dem natiirlichen Intensititsabfall im 
Bindel. Dieser Intensitatsabfall wird durch den Elektronenstrahler und durch die 
Streueffekte im Objekt bedingt.. Vom Objekt aus tritt also ein kegelformiges 
Klektronenbiindel, in dem die Intensitiit mit der Entfernung von der Biindelachse 
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rasch abfallt, in das Abbildungssystem ein. Es ist notwendig, die Strahlen im Biindel 
in einer Weise festzulegen, die diesen Verhiiltnissen entspricht. Bereits in einer 
friiheren Arbeit! wurde ohne Beweis von den Aberrationskoeffizienten dieses ,, blenden- 
freien Systems‘ Gebrauch gemacht. Die Herleitung wird in Abschnitt 2 und 3 der 
vorliegenden Arbeit ausfiihrlich gegeben. Dabei wird auch der Fall beriicksichtigt, 
daB das Objekt im abbildenden Magnetfeld liegt, wie das bei hohen Vergré8erungen 
der Fall ist. 

Bei der numerischen Auswertung ist die Berechnung der Bildfehlerkoeffizienten 
im System mit Blende einfacher als im System ohne Blende. Fiir das System mit 
Blende lassen sie sich auferdem fiir ein typisches Polschuhfeld streng auswerten. 
Wir haben daher in Abschnitt 1 kurz tiber die Bildfehlerkoeffizienten im System 
mit Blende referiert und im Abschnitt 4 die numerischen Werte dieser Koeffizienten 
fiir das Glockenfeld angegeben. Nach den in Abschnitt 2 und 3 abgeleiteten Formeln 
konnen daraus die Zahlenwerte der Bildfehlerkoeffizienten fiir das blendenfreie System 
bestimmt werden. Dies ist im 5. Abschnitt geschehen. 

Das geometrisch-optische Auflésungsvermégen wird durch die gréBte Ausdehnung 
des Zerstreuungsfleckes bestimmt, der bei der Abbildung eines Objektpunktes durch 
das betrachtete Abbildungssystem in der GauBschen Bildebene entworfen wird. Liegt 
der Objektpunkt auf der optischen Achse und stimmt die Achse des von ihm ausgehen- 
den kegelf6rmigen Elektronenbiindels mit der optischen Achse tiberein, so ist die 
Zerstreuungsfigur allein durch die sphirische Aberration bedingt. Liegt der Objekt- 
punkt auBerhalb der optischen Achse (aber noch im Seidelschen Bereich) und schneidet 
die Biindelachse die optische Achse unter einem bestimmten ,,Dezentrierungswinkel, 
so wird der Zerstreuungsfleck durch das Hinzutreten der anderen Bildaberrationen 
vergroBert und damit das Auflésungsvermégen verschlechtert. Im 6. Abschnitt 
dieser Arbeit wird der HinfluB der Dezentrierung auf das geometrisch-optische Auf- 
l6sungsvermégen, gestiitzt auf die numerischen Ergebnisse der fritheren Abschnitte, 
bestimmt. 


1. Die Bildfehlerkoeffizienten beim Abbildungssystem mit Blende. 


Die einzelnen Strahlen des abbildenden Elektronenbiindels sollen durch Ding- 
punkt P, (Z, %, yo) und DurchstoBpunkt durch eine Blendenebene P, (23, #3, ¥z) 
festgelegt werden. Die GaufBschen Strahlen vereinigen sich in einem stigmatischen 
Bild P, (2, 41, y,) des Dingpunktes, wobei 


ge Va yee V etlye (1) 


Die Seidelschen Strahlen durchstoBen die GauBsche Bildebene z = z, in davon ab- 
weichenden Punkten P (z,, 2, y;). Die Abweichungen ihrer Durchsto8punkte vom 
GauBschen Bildpunkt betragen: 


Av, =%,—Va; Ay,=91—V yo (2) 


Wir dividieren diese Abweichungen durch die VergroBerung und beziehen sie damit 
auf die Dingebene z = 2). Die sich so ergebenden Abweichungen 


62 = Ax/V; dy = Ay, |V (3) 


charakterisieren die geometrisch-optischen Bildfehler. Die Aberrationen 6x und dy 
sind bereits friiher in allgemeiner Form angegeben worden? und lassen sich in folgender 
Gestalt schreiben: 


1 W. Glaser: Osterr. Ingenieur-Arch. 3, 39 (1948). 
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62 = B, tp (xp? + ys’) + Fa (3 ep? + Ys’) Vy + 2 fa eB YB Ly 1 
+- (20, + Dj) xp xo? + Ca YR to” + He %’, . 
dy = B, ys (xp? + ys’) + 26, eB YB + fa (ep + 3 YB") % + 
+ Dy yp te? + 6g Up xy + Cg Xo. 


Die ,,Bildfehlerkoeffizienten“ B,,F,,...,€, stellen bestimmte Integralausdriicke 
dar, in die auBer den Groen des elektrisch-magnetischen Abbildungsfeldes noch zwei 
spezielle GauBsche Bahnen g (z) und h (z) eingehen, die den Bedingungen 


(4) 


(5) 


geniigen. 

Wir werden in Abschnitt 4 die Bildfehlerkoeffizienten fiir das magnetische Glocken- 
feld numerisch angeben. Dabei werden wir der Einfachheit halber voraussetzen, 
daB die Blende in der Feldmitte liegt. Es ist aber, wie friiher? gezeigt wurde, nicht 
schwer, die Bildfehlerkoeffizienten, wenn sie einmal fiir eine bestimmte Blenden- 
lage z = zg bekannt sind, auf eine neue Blendenlage umzurechnen, die wir mit z = zg 
bezeichnen wollen. Mit den Bahnen g (z) und h (z) lassen sich nach (5) die GauSschen 
Bahnen in der Gestalt 

x= ay°g (2) + wp h (2), 


6 
Ve yz h(z) a 


schreiben. Hierbei wurde y, = 0 gesetzt, was keine Einschrankung der Allgemeinheit 
unserer Betrachtungen darstellt. Fiir z= zg geht (6) tiber in 


2p=%,'g (2p) + xp h(Zp), | 


Yn = YB h (zp). J ie 


Aufloésung nach wg und yg sowie Hinfiithrung der Abkiirzungen 


hep)’ y= h Ep) (8) 
fiihrt auf die Beziehungen 
ty = Ay Bp — ph %os | 


Yp= A yp. | (9) 


Da die Bildfehlerkoeffizienten auBer von den FeldgréBen nur von den Bahnen erster 
Ordnung g (z) und h (z) abhangen, geniigt die lineare Beziehung (9) zwischen alten 
und neuen Blendenkoordinaten als Transformationsformel. Wir setzen nun (9) in (4) 
ein und erhalten vollig analoge Ausdriicke, und zwar in den neuen Blenden- 
koordinaten xg und yg. Dabei ergibt sich der Zusammenhang zwischen den friiheren 
Bildfehlerkoeffizienten B,, F',,...,¢, und den neuen, auf Z, bezogenen in folgender 


?B,; Faas (Peabo): C= Ay (Op > 2g ork ep Bais 


> 


B=A 
D=)(D,—2,Fa+u2B,); E=E,—p,(20,+D,)+342P;—y2B,; } (10) 
faa 


ii fas Cm Ay (Cq as 2 ty fas € = €, MyCq iy? fe 


2 W. Glaser: Z. Physik 83, 104 (1933). 
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2. Die Paraxialbahnen im blendenfreien System. 


Der Strahlengang im Elektronenmikroskop ist in der Regel durch keine materielle 
Blende begrenzt. Seine Apertur ist in erster Linie durch die Brechkraft der Kondensor- 
linse bestimmt. Es ist daher zweckmiiBig, die einzelnen Strahlen des abbildenden 
Biindels nicht durch die DurchstoSpunkte P, (2p, Xp, Yg) Aurch eine Blenden- 
ebene z = zg festzulegen, sondern durch Parameter, die dem ,,blendenfreien‘‘ Ab- 
bildungssystem besser angepaft sind. Wir wihlen als Parameter Winkel, die die 
einzelnen Strahlen mit einer vorgegebenen Anfangsrichtung eines mittleren Strahles 
im Biindel einschlieBen. Wir haben dabei zu beachten, daB sich die Darstellung 


\4 
Abb. 1. Biindelachse A, und Hauptstrahl Sq eines Abb. 2. Festlegung der Biindelachse A, 
vom Objekt aus ins Abbildungssystem eintreten- durch die Winkel # und t. 


den Elektronenbiindels. 


der Klektronenbahnen in der Gestalt (6) auf ein Koordinatensystem (2, y, z) bezieht, 
das gegeniiber dem ,,raumfesten“* System (X, Y,z) um die von z abhingigen Winkel 


8 (2) = V/ — | to dz (11) 
verschraubt ist*. 

Vom Dingpunkt P, geht ein kegelfOrmiges Elektronenbtindel aus (Abb. 1). Die 
allgemeine Richtung des Biindels ist bestimmt durch die Richtung eines mittleren 
Strahles, den wir als Hauptstrahl S, bezeichnen. Die Tangente A, an den Haupt- 
strahl im Dingpunkt P, wollen wir als Biindelachse bezeichnen. Zur Festlegung der 
Biindelachse im raumfesten System (X, Y,z) gehen wir folgendermaBen vor. Die 
X-Achse mége, was keine Einschrankung der Allgemeinheit bedeutet, durch den 
Dingpunkt P, gehen (X) + 0; Yo = yy) = 9). Wir projizieren die Biindelachse auf 
die Meridianebene (X-z-Ebene). Die Projektion P)Q schlieBt mit der optischen 
Achse den Winkel #, die Biindelachse mit der Projektion P,)@ den Winkel 7 ein. 
Durch die drei GrdBen X,, # und t ist die Biindelachse festgelegt (Abb. 2). Ist te 0, 
so liegt die Biindelachse in der Meridianebene (der Hauptstrahl ist dann ein Meridian- 
strahl) und der Winkel # kennzeichnet die Neigung der Biindelachse gegen die optische 
Achse. Ist 7 + 0, so haben wir einen ,,windschiefen‘* Hauptstrahl, so daB + das Aus- 
maB der windschiefen Lage kennzeichnet. 

Nun bestimmen wir die Richtungskosinus der Biindelachse im System (X, Y, z). 
Da wir die folgenden Umrechnungen mit Beniitzung der achsennahen Bahnen durch- 


@ Vgl. W. Glaser: Z. Physik 97, 177 (1935). 
26* 
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fiihren kénnen, sind diese durch Xo 4’ und Yo 4’ gegeben, wobei Xo 4’ die Ableitung 
des Hauptstrahls im Punkte z = z, bedeutet. In Abb. 2 hat der Punkt Py, auf der 
Biindelachse von P, den Abstand Eins. Seine Koordinaten in bezug auf Py stellen 
also die Richtungskosinus der Biin- 
delachse dar. Man liest aus der Ab- 
bildung unmittelbar die Beziehun- 
gen ab: 


Xo4’ = — sin? cost, 
, (12) 
04 = Mes 


Die einzelnen Strahlen des Biindels 
k6énnen nun in bezug auf die Biindel- 
achse durch die Winkel y und y fest- 
gelegt werden (Abb. 3). Der Winkel y 
liegt zwischen dem _ betrachteten 
Strahl und der Biindelachse. Wenn 
wir uns durch P, eine Ebene senk- 
recht zur optischen Achse gelegt 


ie ‘ ; 
Abb. 3. Festlegung eines beliebigen Strahls Py) P denken, 50) 1st) eu) aso aaa 


in-bézug auf die Bindelachse A, durch die Winkel Ge" Biadiusvektor’ FP, & | mit” dex 
y und y. Parallelen zur X-Achse in Py ein- 


schlieBt. 
Da wir uns auf ein Biindel geringer Offnung sin y = y beschranken kénnen, ist 
auch die Entfernung P, P gleich Eins zu setzen. Die Koordinaten von P, das heift 
die Richtungskosinus des betrachteten Strahles, sind mit (12) gegeben durch 


Xo = Xou' + y cosy = — sin dcost + y cosy, | 
13 
Yo = You’ + ysny=sint+ ysiny. eo 
Mittels der Gleichungen 
X = xcosO0 — ysin@, | 
(14) 


Y=2sinO0 + ycosO 


gehen wir jetzt zum verschraubten System (x, y, z) tiber. Der Drehwinkel © (z) ist 
dabei durch (11) gegeben. Hieraus folgt fiir die Dingebene z = 2,: 


Xe ear ie (15) 
und 
Pie 2s Le — Yo (Cina af == Yo ng Xo Oy’, ‘ap 
wobei 0,’ durch 
; Fees doe Be (Zo 
OW) == | 8m V(x) a 


gegeben ist. 
Sind s(z) und ¢(z) jene GauBschen Bahnen, welche den Bedingungen 


Say )ile t (Zo) = 9, | 
s'(2)=0; #’(z,)=1 J 
geniigen, so ist das vom Dingpunkt P» (2, 0) ausgehende Elektronenbiindel durch 
© = Hq- 8 (z) + ao’ -t(z), | 
y = yo’ t(2) J 


dargestellt. Um die Strahlen durch die neuen Parameter #, t, y und y festzulegen 
haben wir «' und y 9’ aus (16) zu entnehmen und fiir X,’ und Y,' aus (13) einzusetzen. 


: (18) 


(19) 
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Bezeichnen wir (Abb. 3) die Abszisse des DurchstoBpunktes der Biindelachse 
mit der y-z-Ebene mit z, und setzen wir 


7 2 l, (20) 
so ist 

Ly = ltg #. (21 
Da wir achsennahe Bahnen betrachten, haben wir tg # ~ sind? ~ 8 und sint ~ 7 
baw. cost ~ 1 zu setzen. Wir erhalten so mit (13), (16) und (19): 


x= [ls (z) — t(z)] +t (z)- yp cosy, 
y= —8-t(z)l0,' +¢(z):ysiny +¢(z)t. 


(22) 


Von diesem Biindel achsennaher Elektronenbahnen, dessen Biindelachse durch 1, 
8% und z und dessen einzelne Strahlen im Biindel durch y und y festgelegt sind, werden 
wir in den folgenden Betrachtungen auszugehen haben. 


3. Die Bildfehlerkoeffizienten fiir das blendenfreie System. 


Im Abschnitt 1 haben wir die Bildfehler dritter Ordnung 6x, und dy, durch den 
Achsenabstand des Dingpunktes x) und den BlendendurchstoBpunkt Pg, ausgedriickt. 
Da im blendenfreien System jeder Strahl durch y und y festgelegt ist, haben wir die 
Bildfehler als Funktion dieser Parameter darzustellen. Wir wollen diesen Ubergang 
in zwei Schritten vollziehen. Dazu sollen die Abweichungen zuerst statt durch xp 
und yz durch x,’ und y,’ (Ausgangsrichtung des Strahles) ausgedriickt werden. Aus (6) 
erhalten wir durch Differenzieren und Auflésung nach xg und yz fiir z = 2: 


ay Mes es 
: LB —* h v7 Xo i Xs YB —= ae Yo . (23) 
Wir setzen : : i tac) 
GA ; __ I %o 
gee ta wah: le) ie 


und erhalten (23) in der Gestalt 
Lp=HXy' —AXp, | 
YB=*Yo- 
Wenn wir (25) in (4) einsetzen und die entstehenden Glieder entsprechend ordnen, 
erhalten wir: 


Gt =D, (ty? Ye ee [F, (8 Ly 7 + Yo?) + 2 fp Xe Yo | oe 
i [(2 Os a D;) Lo’ mi Cy Yo | Loe i E, Ne 


(25) 


dy, = B, (a? + Yo?) Yo + [2 Fr Lo’ Yout fr (%o* + 3 Yo”) Xo + sea 
+ (Dr Yo + Cp Hq’) Xo? + Cp Xo’, 
wobei sich die neuen Koeffizienten B,, F,, . . ., ¢, folzendermafen durch die Bildfehler- 
koeffizienten B,, F,,..-, €, ausdriicken: 
BR=2B,; F,=¢(F,—48,); C,=x(C,—24F. + # B,); 
i= (DD, — 2A ERB), FS E,—A2C, + D,) + 38h PF, — 4B; (27) 


Pe ee: Gur (6, 12 Aja): €, =€,—Aeg tA fa. 
Nach (22) und (18) besteht zwischen 2’, yo’ und unseren Strahlparametern y, yp, 0 


und +t der Zusammenhang 


tea Ley 
arsine, * ! (28) 
Yo =ysiny+r— lO,’ 
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Indem wir zur Abkirzung 
LAd teed ASR, (29) 


Xo 
einfiihren, schreiben wir diese Beziehung unter Beriicksichtigung von x) = #/ in 
der Gestalt 
‘=—ycosy — 0, 

OA eee 8 (2 ie | (30) 

Yo =ysiny —18b-9#. f 
Diese Transformationsgleichung haben wir in (26) einzusetzen, um die Aberrationen 
des blendenfreien Systems zu erhalten. Wir schreiben 


6a, = B,,y cosy + [Fyq(2 + cos2y) +f,,8in2y]-yv?% + | 
+ [(2C,, + D,,) cosy + ¢,,sinp]>y 0 + H,, #; (31) 

dy, = B,,ysiny + [F,,sin2y + f..(2 — cos2y)]-yYo+ 
+ [D,,siny +¢,, cosy]: yy? + e,,%%, ) 

wobei wir gesetzt haben 

Bya=B,;  Fya=(F,1— B,); 
Of (0 he TR ee BE, Boe | 
( 


D2 1D, 0 DF eB year (2 ae ae 


bs HA 32) 
E,g= [H,.8 re (2C, eye + 30,¢-— BB, — ict 2f,) 0 +P (F,1 oa B,) ®; ( 
fea=U(f,—B,9); Cog =1(c,) — 2f,) — 20(F, 1 — B,) 9; 
ég=l(e,2—o,l+f,) —1(D,P —2F,1+ B,) 8 +P (3, Bd) &. | 
Durch Elimination der Zwischenkoeffizienten B,, F,...,¢, aus (27) konnen wir die 
Bildfehler des blendenfreien Systems B,,, F,,,..., €;, unmittelbar durch die auf die 
Blende bezogenen Bildfehler B,, F,,...,e, ausdriicken. Mit der Abkiirzung 
veal ae | 
A> SS =e (33) 


erhalten wir endgiiltig*: 


=2B,; F,.=2l(F,—oB,); 

Cg =P (C,—20F,+0°B, +2f,0% —2B,8); 

Dyg=“P(D,—20F, +02 B,—6f,9% +32 B, 8); 

By, =? (B,— oC, Dd) 4 Sek ee eee ae (34) 
+28 (F,—o B,)]; 

fea= 1 (fa—xO By); Cg =xP[c,—2of, —2x0(F, —o B,)]; 

Cra = Bleg— oe, +o%f,—x0(D,—20F, + 0? B,) +28 (3f,— «9 B,)]. 


Ks ist zu beachten, daf die Bildfehlerkoeffizienten hier bereits durch die VergréBerung 
dividiert sind, also auf die Dingebene bezogen wurden. Ist die Biindelachse nicht 

4 Die friiher! verwendeten Formeln gehen daraus hervor, wenn man auf den rein elektrischen 
Fall spezialisiert oder annimmt, da das Objekt im feldfreien Raum liegt. AuBerdem mu voraus- 
gesetzt werden, daf die Biindelachse die optische Achse schneidet. Mit 0,’ = 0 und t = 0 hat 
man dann in (34) # = 0 zu setzen. 
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_ windschief zur optischen Achse, so ist speziell r= 0 und nach (29) bedeutet dann 


in den Formeln (34) & = 0,'. Wenn die Biindelachse auBerdem parallel zur optischen 
Achse ist, so hat man in (31) # = 2,/l einzusetzen und den Grenziibergang 0 — 0, 
also 1 > co durchzufiihren. Hierbei wird nach (33) o = A und in (32) bleiben nur die 
Koeffizienten mit der héchsten Potenz von I. Die Koeffizienten BS Ae I ale 3 ee 
stimmen dann mit den Koeffizienten B,, F,,..., e, tiberein, wenn man von den 


nichtverschwindenden Gliedern mit 9 = 0,’ absieht. 


4. Die Bildfehlerkoeffizienten des Glockenfeldes fiir das System mit Blende. 


Fur die Anwendungen ist es wichtig, die Bildfehlerkoeffizienten fiir ein Abbildungs- 
feld kennenzulernen, das den Feldverlauf in den gebriuchlichen Polschuhobjektiven 
gut wiedergibt. Ein derartiges Feld ist das Glockenfeld 


B, (2) =—Sy (35) 


aa) | 


Tabelle 1. Bildfehlerkoeffizienten des Systems mit Blende. 


(Glockenfeld, hohe VergréBerung, Blende in Feldmitte. Die GréBe d bedeutet die Halbwertsbreite. 
Die Koeffizienten sind bereits durch die VergréBerung dividiert.) 


ke @By Cy Dy | Ey CF a 
0°2 074115 — 0°0273 / O°1601 | — 0°0130 — 0°0011 
Or4 0°6357 — 0°1022 | 06060 — 0°0923 + 0°0301 
06 079294 — 0°1898 . 1°3160 | — 0°2907 0°1343 
0's 1°4012 | — 0°2328 PO eOS — 0°6691 0°3621 
10 2°0805 — 0°1442 3°658 — 1°3045 0°7885 
}°2 3°147 + 0°2238 5°592 2 AN65 1°556 
14 4°9044 1-1512 8°404 —— 474 2°944 
16 1977 3°220 12°83 =] 553 DIdao 
1°8 13°76 7768 20°43 | = lasers! 10°65 
2°0 25°81 18°24 35°09 / 2675) 2172 
eo, 54°75 45°07 68°09 — 56°94 48°98 
2°4 140°6 : 128°3 | 161°5 | 14674 131°8 
2°6 515°0 | 500:0 553°3 = ST 499°1 
2°8 4473°0 | 4473°0 | 4578°0 — 4652°0 4435°0 
3-0 unendlich 

ke | Wy | dey | dfy 

0-2 — 0°0311 070329 0°0867 

074 — 0°1691 071704 0°2617 

0°6 — 0°4578 0°4292 0°5115 

08 — 0°9480 0°8161 0°8534 

1:0 = 1797 1°354 1°316 

12 — 2°883 2°095 1°958 

1°4 — 4°662 3°143 2°887 

1°6 — 7°422 4°681 4°280 

1°8 —— 11°91 7°102 6°508 

2°0 — 19°71 11°20 10°35 

2°2 — 34°65 18°92 rs 0 

2°4 == 68°12 36°03 34°18 

2°6 — 167°4 86°35 83°28 

2°8 == 20:6 366°3 359°5 


3:0 unendlich 
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fiir das sich die GauBschen Bahnen streng berechnen lassen’. Die ,,Linsenstarke“ 
eines derartigen Glockenfeldes ist durch den dimensionslosen Parameter 


pcp eB? 36 
P= oF ( ) 


charakterisiert, wobei d die Halbwertsbreite des Feldes und U* die Beschleunigungs- 
spannung des abbildenden Elektronenstrahls bedeuten. 


20 


15 


70 


Abb. 4a und b. Die auf die Objektebene bezogenen, mit d? multiplizierten Bildfehlerkoeffizienten 

des Glockenfeldes, in Abhangigkeit vom Parameter der Linsenstiirke k?. Die Blende wurde in 

der Feldmitte angenommen und hohe Vergré8erung vorausgesetzt. Die Koeffizienten #, und c, 
sind mit negativem Vorzeichen zu nehmen. 


In einer friiheren Arbeit® wurden die Bildfehlerkoeffizienten B,, F,,...,e, des 
Glockenfeldes (35) als Funktion von Ding- und Blendenlage sowie des Parameters k? 
streng berechnet. In der vorliegenden Arbeit sollen zuniichst die numerischen Werte 
der Bildfehlerkoeffizienten fiir den wichtigen Fall hoher Vergré8erung nachgetragen 
werden. Bei hoher Vergré8erung liegt das Ding praktisch im dingseitigen Brennpunkt, 
so daB wir fiir die Berechnung der Bildfehlerkoeffizienten als Dingort 


P=¢r=zjo mit z~=d-ctgg und w= yl +k (37) 
wihlen kénnen. Es ist zu beachten, da diese Annahme blof zur Berechnung der 
Bildfehlerkoeffizienten gemacht wird. Natiirlich darf man fiir die Bestimmung des 
Bildortes nicht einfach ~) = yp setzen (das Bild wiirde in diesem Falle im Unendlichen 


5 W. Glaser: Z. Physik 117, 285 (1941). 
6 W. Glaser und EK. Lammel: Arch. Elektrotechn. 87, 347 (1943). 
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liegen), sondern mu8 den exakten, zur gewihlten VergréBerung gehdrenden Dingort 
nehmen. AuSerdem wurde die Blende in der Feldmitte, also bei 


Pa = 7/2 (38) 
gewihlt. Die sich unter diesen Voraussetzungen ergebenden Bildfehlerkoeffizienten 
By, Fa,...,& sind in Tab. 1 und Abb. 4 dargestellt. Wie bereits eingangs gezeigt 
wurde, kann man sich mit Hilfe der Beziehung (10) aus den hier angegebenen Werten 
die auf eine andere Blendenlage beziiglichen Bildfehlerkoeffizienten berechnen. 


2a = 0”  bew. 


5. Die Bildfehlerkoeffizienten fiir das Glockenfeld im System ohne Blende. 


Um die Bildfehlerkoeffizienten B,,, Fy,,..., @s, nach (34) fiir das Glockenfeld (35) 
auszuwerten, gehen wir von den Bahnen g (z) und h (z) in diesem Feld aus’: 


(2) SiN Mp ; sin w (p— Pp) 
reese ysy Tang | 
: ‘mit z=d- ctg@. (39) 
h(2)=— eo, SO (PH) 
i sin © (~_p— Yo) sin » 


Wir nehmen wieder hohe Vergréferung an, setzen also fiir den Dingort vy) = gr = a/o. 
Da die Bildfehlerkoeffizienten des blendenfreien Systems ihrer Definition nach vom 


Tabelle 2. Bildfehlerkoeffizienten des blendenfreien Systems. 


(Glockenfeld, hohe VergréBerung, Biindelachse schneidet die optische Achse in Feldmitte. Die 
Koeffizienten sind bereits durch die Vergr6éBerung dividiert.) 


k? | Bs q/d Fs q/d Cs qld | Ds g/d Es q/d 
0-2 15°29 — 0°503 == 0512 5°002 — 0°548 
0-4 3°314 ) —0°073 — 0°090 2°092 — 0°480 
0-6 1°536 + 0°087 + 0°069 1°142 — 0°394 
0°8 0°998 0-169 07144 0°722 S26 
1:0 0°735 0°216 07194 0°499 — 0261 
1:2 07590 0°256 0°230 0°408 BEEN IY 0 
1°4 0°510 0°272 0°258 0°359 9 286 
1°6 0°442 0°288 0°281 0°333 — 0°286 
1°8 0°401 0°298 0°297 0°324 — 0°300 
2°0 0°370 0°305 0°308 0°321 — 0°309 
2°2 0°348 0°305 0°315 0°320 4. OSET 
2°4 0°329 0°306 0°316 0°318 — 0318 
2°6 0°316 07304 0°311 0°313 ==,0°313 
oa 0°304 0°301 0°303 0°304 — 0°307 
ee fs ald | es aid | es qld | Nid | Lia 
reer eee eee ee 6 ee ee ee eee 

0-2 1°646 . =— \*421 0°855 1°367 4072 
0-4 0°616 £236 0°506 1°203 1°769 
0°6 0°350 183 0°379 1212 1:041 
0°8 0°215 — 1099 0°309 1°183 0°716 
1:0 0°146 — 1:059 0°262 1°154 0°509 
2 0°103 — 0°944 0°201 1°043 0°381 
14 0°079 — 0°835 0°157 0°928 0°302 
16 0°055 — 0°730 0°113 0°808 0°226 
1:8 0°040 — 0°619 0°080 0°684 0°172 
2-0 0°029 — 0°507 0°053 0°558 07122 
2:9 0°022 — 0°396 0°034 0°441 0°099 
2°4 0°014 — 0°289 0°019 0'316 0°062 
2°6 0°008 — 0°183 0°010 0°200 0°046 
2°8 0°004 — 0°093 0°005 07101 — 0°005 
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Blendenort unabhingig sein miissen, steht es uns frei, auf welchen Blendenort wir 
die Koeffizienten B,, F,,...,€, beziehen wollen. Zweckmafigerweise nehmen wir 
vp = 2/2, also die Feldmitte, und kénnen dann die in Tab. 1 angegebenen Werte 
beniitzen. Fiir y) = z/w und ag = 2/2 
nehmen die Transformationskoeffizien- 


ten A und x nach (39) folgende Form an: 
1 d sin (z w/2) 
Neat ‘ 
le ae “ oO) sin a/@ 
Va Bg We 1 One mt, 
bi n= Rr = ay 8in-G cos— +, (40) 
PeOs moi: sin a J 
Ves ba ~ 
Ui Ogg Nun haben wir noch iiber die Strecke / 
zu verfiigen. Wir nehmen an, da die 
Biindelachse die optische Achse schnei- 
Ya sa —= det, und zwar in der Feldmitte. Dann ist 
at 
Vals, PS l= —zp = —d-cig—. (41) 
L neeeie & 
/, Ge 72 16 71 RET: 26 ke 
Va bsg 
La 


Va esa 


a Ge Ls Ge. 16 40 24 28 


Abb. 5. Die auf die Dingebene bezogenen und Abb. 6. Die fiir die Kaustikflache charak- 
durch die Halbwertsbreite d dividierten Bildfehler- _ teristischen GréBen N,, und L,, (dividiert 
koeffizienten des blendenfreien Systems fiir hohe durch die Halbwertsbreite d und auf die 
VergréBerung, als Funktion der Linsenstirke k?. Dingebene bezogen) als Funktionen ‘der 
Die Biindelachse schneidet die optische Achse in Linsenstiirke k?. 

der Feldmitte. 


Damit sind uns die erforderlichen Gré8en bekannt und wir kénnen die Koeffizienten 
Bea Psa, ++ +5 sq als Funktionen des Linsenparameters k? berechnen. Tab. 2 und 
Abb. 5 stellen die entsprechenden, durch die Halbwertsbreite d dividierten Werte dar. 

Kine fiir die Gesamtwirkung aller Linsenaberrationen kennzeichnende GréBe ist 
die Entfernung der Spitzen der beiden Kaustikmintel voneinander (die allgemeiner 
gefaBte astigmatische Differenz)’. Diese Distanz betrigt (bezogen auf den Ding- 


raum): 5=2N,, 8 (41) 
mit 


7 Vel. W. Glaser und H. Gritmm: Optik 7, 96 (1950). 
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sa 


AuBerdem tritt bei der Kaustik die GroBe L,, auf, die den Abstand der Mitte zwischen 
den Kaustikspitzen von der GauBschen Bildebene charakterisiert. Diese GréBe 


ist durch 
a 5 aa “ite lee 
1 ae oe 2 B (43) 


gegeben. Die zwei KenngréBen N,, und L,, sind 
in Abhangigkeit von der Linsenstiirke in Tab. 2 
und Abb. 6 dargestellt. 


6. Geometrisch-optisches Auflésungsvermégen in 
Abhangigkeit von Dezentrierungswinkel und 
Biindelapertur. 


Wenn wir einen auBerhalb der Achse liegen- 
den Objektpunkt abbilden, so entspricht ihm in 
der Einstellebene ein Bildfleck, der das von den 
Aberrationskurven bedeckte Gebiet darstellt. 
Zwei nahe beieinander liegende Dingpunkte 


Abb. 7. Aberrationskurven fiir die Aperturen y = 1, 2, 
3, 4 und 5-10-38 bei einem Dezentrierungswinkel 
&® = 10-2. Die stark ausgezogene Umhiillende stellt die 
Begrenzung der einer Maximalapertur von 7) = 5+ 10~% 
entsprechenden Zerstreuungsfigur dar. Der Kreis rechts 
oben stellt das bei der gleichen Apertur fiir ® = 0 auf- 
tretende Offnungsfehlerscheibehen dar. Die Dezentrie- 
rung fiihrt in diesem (etwas ungiinstigen) Fal] zu einer 
etwa zehnfachen Verschlechterung der Auflésung. 


6G 
: o-* 
aan eae ae 
T - 
fe=10 
Dy T/U, 
0-5 
{tT = 
+— | 
—- ak 
ees ce eete Seles Te 
= m6 
Saal 
——S= 7p oy 
| 17 
ae Le 
-07% Haile 
EAN Ue 4" 
10" F 077 me 


Abb. 8. GréBte Ausdehnung der Zer- 
streuungsfiguren nach Abb. 7 in Ab- 
haingigkeit vom Dezentrierungswinkel # 
fiir verschiedene Aperturen 7». Die ge- 
strichelten Geraden geben den asym- 
ptotischen Wert fiir ? = 0 an (alleinige 
Wirkung des Offnungsfehlers). 


konnen nur dann als getrennt fest- 
gestellt werden, wenn sich die ent- 


sprechenden Bildflecke nicht tiberdecken. Wir kénnen daher das geometrisch-optische 
Auflosungsvermégen durch die Ausdehnung des Bildflecks charakterisieren. Um die 
vorhergehenden numerischen Ergebnisse anwenden zu kénnen, setzen wir der Kin- 
fachheit halber voraus, daB die Biimdelachse die optische Achse in der Feldmitte 
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schneidet, setzen also t = 0. Das Auflésungsvermégen hangt daher von der Biindel- 
apertur 7, und dem Dezentrierungswinkel # ab. Es soll hier, gesttitzt auf die Ergeb- 
nisse der vorhergehenden Abschnitte, der Kinflu8 einer mangelnden Zentrierung auf 
das (geometrisch-optische) Auflésungsvermégen des Elektronenmikroskops quantitativ 
ermittelt werden. 

Von einem Objektpunkt falle ein Elektronenbiindel der Apertur y,, dessen Achse 
die optische Achse unter dem Winkel # (Dezentrierungswinkel) schneidet, in das 
Abbildungssystem. Uns interessiert die ganze, in der Bildebene von Elektronen 
getroffene Fliche. Wir erhalten simtliche Punkte dieses Lichtfleckes, wenn wir in 
den Aberrationsgleichungen (31) y von Null bis y, und y von Null bis 2 7 variieren. 
ZweckmiBigerweise wird man dem Winkel y eine Reihe diskreter Werte erteilen 
und die dem jeweiligen konzentrischen Strahlenkegel entsprechenden Aberrations- 
kurven in der Bildebene bestimmen. Man hat zu beachten, daB sich die einzelnen 
Aberrationskurven im allgemeinen iiberschneiden werden, so dafi die gesamte von 
Elektronen beaufschlagte Flache, das heiBt der Bildfleck, durch die Einhillende 
aller Aberrationskurven begrenzt wird. Der gr6&te Durchmesser 

6 = (|/ da? a OY") max (45) 
des so ermittelten Bildfleckes ist dann als geometrisch-optische Grenze des Auflésungs- 
vermoégens aufzufassen. Wir haben 6/d fiir verschiedene Werte von Dezentrierungs- 
winkel # und Apertur y, auf zeichnerischem Wege bestimmt, und zwar fiir ein Glocken- 
feld mit dem praktischen Betriebswert k? = 1. Es wurde ferner angenommen, dai 
die Biindelachse die optische Achse in der Feldmitte schneidet (1 = — zy), so dab 
wir die Werte der Bildfehlerkoeffizienten aus Tab. 2 entnehmen konnten. Bei der 
Berechnung der einzelnen Aberrationskurven hat es sich als sehr vorteilhaft erwiesen, 
das in der Arbeit tiber die Kaustikfliche® bentitzte ,,ausgezeichnete System“ zu ver- 
wenden, in dem die Abhangigkeit der Aberrationskurven von # und y eine besonders 
einfache Gestalt annimmt. In Abb. 7 sind als Beispiel die Aberrationskurven fiir 
@ = 10~ wiedergegeben, wobei die Apertur y die Werte 1, 2, 3, 4 und 5- 10 an- 
nimmt. Die Einhiillende der Aberrationskurven, also die Begrenzung des Bildfleckes 
fiir y) = 5- 10-3, ist stark ausgezogen. Rechts oben ist das entsprechende, sich bei idealer 
Zentrierung (# = 0) ergebende Offnungsfehlerscheibchen dargestellt. In Abb. 8 ist der 
groBte Bildfleckdurchmesser 6/d als Funktion von # und y, dargestellt. 


(Eingegangen am 25. Marz 1952.) 


Abwurfsicherheit des Tragseiles auf einem Seilschuh. 
Von E. Czitary und G. Heinrich, Wien. 
Mit 3 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Das Tragseil einer Seilschwebebahn erfaihrt auf den Stiitzenschuhen 
auBer der stets vorhandenen lotrechten Ablenkung auch eine seitliche, wenn eine Windwirkung 
quer zur Bahnachse vorhanden ist. Im ersten Teil der vorliegenden Studie wird untersucht, 
wie groB diese seitliche Ablenkung bei den flachen Schuhrillen der Personenseilschwebebahn sein 
darf, ohne dafK die Gefahr des Herabzerrens des Tragseiles vom Stiitzenschuh besteht. Auf die 
Hinfliisse der Schuhreibung und der Biegungssteifigkeit des Seiles, welche die Abwurfsicherheit 
erh6hen, wurde dabei verzichtet. Im zweiten Teil wird die Stabilitat des Seilgleichgewichtes 
untersucht. Nach EHinfiihren eines Potentials fiir Seilspannung und Winddruck wird zunichst 
aus der ersten Variation die Gleichgewichtsfigur, dann aus der zweiten Variation der Stabilitats- 
bereich abgeleitet. 


Summary. Besides the vertical deflection to which the carrying rope of an aerial cableway 
is always subjected at the support shoes, there may be a lateral deflection also in case of a side 
wind force. In the first part of the paper the question is discussed how large the side deflection 
may be which prevents the rope from falling off the flat support shoe grooves of the passenger 
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cableway supports. The influence of shoe friction, and of the flexural stiffness of the rope, which 
increase the safety against falling off, is not taken into consideration. In the second part the 
stability of the equilibrium of the rope is discussed. After having established a potential function 
for the rope tension and wind pressure, the authors derive the figure of equilibrium from the 
first variation, and then the domain of stability from the second variation. 


Résumé. Le cable porteur d’un télépherique subit sur ses sabots de pyléne, en plus de 
Vinclinaison verticale qui existe toujours, une inclinaison latérale causée par Vaction du vent. 
La premiére partie de l’étude discute la grandeur de l’inclinaison latérale, compatible avec la 
faible profondeur des rainures dans les sabots de cAble pour éviter que le cable porteur ne saute 
de ses appuis. Les influences du frottement de sabot et la raideur du cable qui augmentent la 
securité ont été négligées. La deuxiéme partie traite de la stabilité d’équilibre du cAble. L’intro- 
duction d’un potentiel pour la tension du cable et la pression du vent permet d’obtenir, par la 
premiére variation, la courbe représentative de Véquilibre, puis, par la deuxiéme variation, le 
domaine de stabilité. 


Erster Teil}. 
A. Allgemeines. 


Das Tragseil einer Seilschwebebahn erfihrt auf den Stiitzenschuhen auBer der 
stets vorhandenen lotrechten Ablenkung auch eine seitliche, wenn eine Windwirkung 
quer zur Bahnachse vorhanden ist. SchlieBt an eine Stiitze eine groBe Spannweite 
an, so kann die seitliche Ablenkung beachtliche Werte erreichen. Die Schuhe der 
Personenseilschwebebahnen haben meistens eine flache und schmale Seilrille, um 
den auf das Tragseil wirkenden Bremszangen der Wagen einen ungehinderten Stiitzen- 
iibergang zu erméglichen. Bei der Wirkung von Seitenwind kommt daher der Abwurf- 
sicherheit des Tragseiles auf solchen Stiitzenschuhen eine gewisse Bedeutung zu. 

Wird an einem flachen und schmalen Schuh (Abb. 1) das Tragseil zufolge einer 
Windwirkung beispielsweise rechts seitlich abgelenkt, so gleitet es von einem Punkt A 
an teilweise aus dem Schuh heraus, bis es bei B mit dem aus der Windwirkung auf 
das anschlieBende Seilfeld sich ergebenden seitlichen Ablaufwinkel 6, den Schuh 
verlaBt. Im Bereich der Quergleitungen ist dabei das Seil nur entlang der Schuh- 
kante AB in Beriihrung mit dem Schuh. 


B. Vereinfachende Annahmen. 


Zur Vereinfachung der Untersuchung sind einige Annahmen notwendig, und zwar: 
1. Der Schuhhalbmesser F# sei gro8, der seitliche Ablaufwinkel 6, des Seiles aber 
klein, die Seilkurve im Bereich A # mithin sehr flach. 


2. Der Halbmesser 7 der Schuhrille sei dem Seilhalbmesser 5 gleich. 


3. Eine etwaige Reibung zwischen Schuh und Seil mége bei dessen Quergleitung 
nicht wirken, die Beriihrung also véllig glatt sein. 
4. Die Biegesteifigkeit des Seiles soll vernachlassigbar sein. 


C. Gleichgewichtsbedingungen und Lésungen der Aufgabe. 


Denken wir uns in Abb. 1 im Quergleitbereich ein Seilelement ds herausgeschnitten, 
so wirken an seinen Enden die Seilspannkraft S und senkrecht zur Seilachse der 
Gegendruck des Schuhes pds. Ist bei dem gewahlten Koordinatensystem y der 
Tangentenneigungswinkel fiir die Projektion der Seilkurve in der a z-Ebene und 6 
jener fiir die Projektion in der x y-Ebene, so liefern die Gleichgewichtsbedingungen, 
da zufolge Punkt B,1 sowohl cos y = 1 als auch cos 6 = 1: 


x z-Ebene: — Sdy = pds cos &, \* 
x y-Ebene: Sdd =pds sin &. | 


1 VerfaBt von E. Czitary. , OR 
2 Das negative Vorzeichen auf der linken Seite der ersten Gleichung bertcksichtigt den 


Umstand, da beim gewahlten Koordinatensystem p dauernd abnimmt. 


(1) 
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Hierin ist € der Winkel zwischen p ds und der lotrechten Ebene durch die Achse des 
Seilelementes. Statt (1) kann man hier auch schreiben 


dz 
= de peepee cole vee jiabagge PRO OORs 


Sdtgo =pde sin & | | g Ht — p-sin eg, 


d*y 
S 

; f dx? 
Fiihrt man den-aus der zweiten Gleichung sich ergebenden Ausdruck p = —772- 
in die erste ein, so folgt 


dz dy 1 
— “da? — da  tgé° (2) 


Da nach Abb. 1 z=2,+ Az und 
die Gleichung der Schuhkurve 2? + 
+ 2,2 = R? lautet, so entsteht fir 


Abb. 1. Ablauf des Seiles vom Schuh bei Wind- Abb. 2. Zusammenhang zwischen Az 


wirkung auf das rechts anschlieBende Seilfeld. und y. 
dz ert ee pa ee x i, dAz 
da VR—e ' dx —~ RR! dz 
und fiir 
dz 1 d?Az 
da® ~~ RO dat (3) 


Nunmehr wollen wir Az und y durch 7, 6 und & ausdriicken. £ stellt dabei den 
halben Offnungswinkel der Schuhrille dar. Aus Abb. 2, in welcher das Dreieck 7 2 3 
des Querschnitts von Abb. 1 vergréBert wiedergegeben. ist, folgt zunachst 


“ 
eae 
Base 


c = 27r sin — 
2 


Nach der Voraussetzung Punkt B,1 ist die Ebene dieses Dreieckes nahezu parallel 
zur y z-EKbene. Wir kénnen daher ein weiteres Dreieck 2 3 4 zeichnen, dessen Katheten 


P+ s tolgt 


niherungsweise y und Az gleich sein miissen. Aus diesem Dreieck, indem y = 5 


y=ccosy und dAz=csiny. 
Fiihrt man in diese Ausdriicke die Werte von ¢ und y ein, so entsteht 


: B48 : 
y = 2rsin-—> s o- =r (sin 6 — sin é), 


Az = op anes sin ps 


= r (— cos B + cos é). 
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Daraus ergibt sich weiter 


dy dé dAz dé 


— << —— hie. . S . 
ie a ORE cree gern LSD & ‘dant 
d2y : qe\e | ae 
er rsin§ (5) —reosé Sr | 
d*Az dé : ; dé (4) 
at = —rcosé (5 —rsin § 75. 


Setzt man nun (3) in (2) ein und in die so gewonnene Beziehung die Ausdriicke (4) 
dann erhalt man der Reihe nach 


> 


1  did4z dy 1 
R j di a d 


1 a6 adzé cos?& dé 
ay AEE ree Fs, & dat 
Die letzte Gleichung liBt sich schlieBlich noch in die Form 
ae sin & Q 
dx* Rr (5) 


bringen, wodurch die Differentialgleichung der Aufgabe in einer fiir die Integration 
geeigneten Form gewonnen ist. Setzen wir 


dé dre dy 
ma: OO Nae dé? 


so erhalten wir aus (5) 


yp dy = — oes dé 
und nach Ausfiihrung der ersten Integration 


2 
YP = =p, [cos é + Cy]; 
daraus entsteht weiter 


oe 


Te = —\V wr (cos +0.) (6) 

Am Beginn des Quergleitbereiches bei A ist y= Az = 0, daher = 8. AuBerdem 

muB dort y’ = Az’ = 0 sein. Dies ist nur dann der Fall, wenn auch _ = 0. Mithin 

hat die Integrationskonstante in (6) den Wert C, = —cosf. Bei der zweiten 
Integration ergibt sich che 

tb toe ges le (7) 


Wie die nachfolgende Umformung des auf der rechten Seite stehenden Integrals 
zeigt, ist es ein elliptisches 1. Gattung. Setzt man namlich, wie bei der Behandlung 


E . . 
groBer Schwingungen eines Fadenpendels, sin 5 = sin & sin 7, so entsteht mit 


2 2 
1 i one eat 
cos 5 = 2sin £ cos Gh, cos € = 1 — 2 sin? > und cos f= 1 — 2 sin? >: 
tice eek 2 V2 -F(k,n), b=sin’. 
Veos Sane one ya —sin2 2 sin? 4 
Damit nimmt (7) die Form an: 
z+C,=— VRr VF-(k, 7), += sin o 


3 Das negative Vorzeichen auf der rechten Seite beriicksichtigt den Umstand, da § dauernd 
abnimmt. 
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Da der Beginn des Quergleitbereiches bei A durch « = — a gekennzeichnet ist und 
ee 
y IG 
dort =f gilt, so folgt mit siny = — =lund 7=-—: 
Cua y 


=640,==)Rr Pik, |= —pRek 
woraus die Integrationskonstante in (7) den Wert 
| C,=a—VErkK (b) 
erhalt. Dadurch lautet das Resultat 


Bi Hig cf pM Aes ote 
und nach Umkehrung 
sin 7 = sn K (k) — wore 
bzw. nach Hinfiihrung des Wertes fiir sin 7 
sin > = sn|K (*) — cae sin “* = sin 2 (8) 
(a 
Zufolge der Zusammenhinge zwischen den elliptischen Funktionen kann (8) schlieB- 
lich noch auf die Form io. see Oe: 
sin-> = ced Rr sin -5; k= sin -> (8a) 


gebracht werden. 


D. Anpassung der Lésung an gegebene Ablaufverhiltnisse. 
In der xz-Ebene gilt fiir die Neigung des Seiles im Quergleitbereich 


dz dAz x : dé 
160 = gp = eae ee 
tgg = _ ne sin € |/cos € — cos . (9) 
In der x y-Ebene ist die Neigung des Seiles im Quergleitbereich 
tgo= = —r cos 
ae wera 
tg d= /= cos € | cos € — cos f. (10) 


Fir den Ablaufpunkt B des Seiles vom Schuh gilt 
dy lz _ = 
a= 0b, a = tg dp, —— = ty = 0 und! j Sita55: 
Die Gl. (9) und (10) nehmen mithin an dieser Stelle die Form an: 


5 i ) Rp Sin &o |/ cos &) — cos B.| 
=> (11) 
_ On : 
tg do = / cos €y //cos &, — cos f. | 
Diese beiden Gleichungen sind nach & und b aufzulésen, wobei zunichst aus der 
zweiten Gleichung cos &) zu bestimmen ist, die jedoch eine solche dritten Grades dar- 
stellt. Die fiir € und 6 gewonnenen Werte in (8a) eingesetzt, liefern 
= i 4 ed se 
\Rr 
woraus schlieBlich auch a gefunden werden kann. 
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KE. Abwurfsicherheit des Seiles. 


_Der groéBtmégliche seitliche Ablaufwinkel 6*, bei dem im Ablaufpunkt B des 
Seiles vom Schuh noch Gleichgewicht besteht, ergibt sich fiir & — 0 aus der zweiten 


der Gl. (11) zu 
tg o* = |/ V1 — cos. (12) 


Ist an einem Seilschuh, bei dem das Seil in den zwei anschlieBenden Spannweiten 
durch Windwirkung seitlich abgelenkt wird, einer der beiden seitlichen Ablaufwinkel 
groBer als 6*, so wird das Seil vom 
Schuh herabgezerrt. Dasselbe tritt auch 

pare end 


ein, wenn zwar die seitlichen Ablaufwinkel CEB thn. 
kleiner als 6* sind, der durch die lotrechte  { "Ywiwwaae 
? = Y YG Vi iY 
Ablenkung des Seiles am Schuh in An- LAU // 7: Z 
spruch genommene Schuhbogen aber nur ne iy he 
kurz ist. Es mu8 daher gemaB Abb. 3 


auBer den Bedingungen 


g== 


(Pimes FSS 


Gy ro™ F end) dyg ee * %p Sp 


auch noch die Bedingung 
Abb. 3. Ablenkung des Seiles auf einem Schuh 
a, +a,< Ra bei Wirkung von Seitenwind. 


erfiillt sein, wenn «a der lotrechte Ablenkwinkel des Seiles am Stiitzenschuh ist. 
Fir den groBtméglichen seitlichen Ablenkwinkel 6* wird wegen £, = 0 auch 

6 =0 und demnach 

a 


TE 


woraus fiir den in Anspruch genommenen Schuhbogen 


sn |K (k) = 0, 


a*=VRrK(k), k=sinS 


folgt. 
Wirkt zwischen Seil und Schuh die Reibung, so wird dadurch das Aufklettern 
des Seiles im Quergleitbereich teilweise verhindert und die Abwurfsicherheit erhoht. 


Zweiter Teil. 
Untersuchung der Stabilitat des Seilgleichgewichtes. 


Im ersten Teil dieser Arbeit wird die Annahme gemacht, da ein Herausspringen 
des Seiles aus dem Schuh erst dann in Frage kommt, wenn sich das Seilmittel an 
der Stelle, wo die Beriihrung mit der Schuhrille aufhort, in einer Vertikalebene tiber 
der Schuhkante befindet. 

Bei der Frage, unter welchen Bedingungen das Herausspringen des Seiles aus 
dem Schuh stattfindet, handelt es sich um ein Stabilitétsproblem, das auf Grund 
der Gleichgewichtsbedingungen allein nicht streng gelést werden kann. Hs sollen 
nun im folgenden unter denselben schematischen Vereinfachungen wie im ersten Teil 
die Stabilitaétsgrenzen des unter Winddruck stehenden Seiles untersucht werden. 

Da die Stabilitit eines Gleichgewichtes nur dann streng definiert ist, wenn die 
eingeprigten Krafte durch ein Potential darstellbar sind, ergibt sich die Forderung, 
die Seilspannungen und den Winddruck auf ein Potential zuriickzufiihren. Wir legen 


4 VerfaBt von G. Heinrich. 
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also im’ vereinfachten Schema ein nichtbiegungssteifes, undehnbares und gewichts- 
loses Seil der Rechnung zugrunde, in dem die einheitliche, stets gleichbleibende 
Spannung S herrscht und das senkrecht zur Seilachse pro Langeneinheit den konstanten 
Winddruck W empfingt. W sei iiberdies so klein, daB seine Wirkung nur dort. be- 
riicksichtigt werden mu8, wo es sich um groBe Seillangen handelt. Diese Verein- 
fachungen sind deshalb zulissig, weil es nur auf die Verhaltnisse in der unmittelbaren 
Nachbarschaft des Seilschuhes ankommt. Um das der konstanten Seilspannung S 
entsprechende Potential zu ermitteln, denken wir uns ein Seilende fixiert und das 
andere Ende iiber eine reibungsfreie Rolle gefiihrt und mittels eines Gewichtes Q = S 
gespannt. Ist das Seilstiick zwischen Fixpunkt und Rolle geradlinig, dann besitzt Q 
seine tiefste Lage. Bei dehnungsfreier Deformation des Seiles wird Q gehoben und 
die Hubarbeit kann direkt als das der Deformation zugehérige Potential der Seil- 
spannung S eingefiihrt werden. 

Um ein dem Winddruck entsprechendes Potential einzuftihren, kann man sich 
auf das rechts vom Schuh befindliche Seilstiick beschranken. Dieses wirde unter 
den obigen Voraussetzungen ohne Winddruck eine Gerade, bei vorhandenem Wind- 
druck aber eine Kurve bilden, mit der Geraden als Sekante. Wenn die Neigungen 
der Kurventangente gegen die Sekante iiberall klein sind, so ist W- y- dx die Arbeit 
des Winddruckes auf ein Seilelement, worin dx die in der Sekantenrichtung gemessene 
Lange des Seilelementes und y die senkrecht zur Sekantenrichtung angenommene 
Verschiebung des Elementes zufolge des Winddruckes bedeuten. 

Wir wahlen ein Koordinatensystem nach Abb. 1. Ohne Winddruck befinden 
sich bei Gleichgewicht die Punkte der Seilachse in der 2 z-Ebene. Wir wollen an- 
nehmen, daB der Seilschuh gentigend lang ist, so daB der Quergleitbereich fiir die 
rechts vom Schuh angreifende Windlast sich nicht tiber den ganzen Schuh erstreckt. 
Ks existieren dann Punkte der Seilachse, wo noch keine Quergleitung stattfindet. 
Kinen dieser Punkte mit der Abszisse x) kénnen wir als Fixpunkt ansehen; wir er- 
mitteln nun fiir das rechts von x, gelegene Seilstiick das Potential U, der Seilspannung 
und das Potential U,, des Winddruckes. 

Ks bedeuten x, und x, die Abszissen der Seilachse am Beginn des Quergleit- 
bereiches und an der Ablésungsstelle vom Schuh und x, die Abszisse jener Stelle, 
an der das Seil auf die fiktive Rolle auflauft, tiber die das Seilende mit dem Spann- 
gewicht gefiihrt gedacht wird. Das Seilstiick zwischen den festen Abszissen x) und 2 
besitzt dann bei der Seilspannung S das Spannungspotential: 


Ea piper 3 ae E &2 pees foeee v3 YS eee 
U8 , | Vda? + dy + dz + | Vda? + dy? + dz + | da? + dy? +a, (13) 
% + % + % + 
a ey ee U,, zwischen den Abszissen x, und x; ergibt sich unter 
en obigen Voraussetzungen zu: 
U ya Why ax. (14) 


Vg 


(Das Seilstiick zwischen aw) und a, ist so kurz, da® die Windwirkung hier vernach- 
lassigt werden kann.) 


Da die Winkel der Seilelemente gegen die x-Achse als klein vorausgesetzt werden, 
kann man sich mit den Quadraten der Ableitungen y, und z, (Index x bedeutet Ab- 
leitung nach x) begniigen. Daher kann man das Gesamtpotential U = U, + Ue 
bei Vernachlassigung der Glieder vierter und héherer Kleinheitsordnung schreiben : 
| y Ug Us 


U=S8: t + (Yor Ae 2a") dx at | = (ye 3 Ga) da si 


l 7 
\gat+ get — sar. ee 


% wy Xs J 
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Es ist zweckmafig, durch die Transformation 
a=VRru (16) 
eine neue unabhiingige Variable einzufiihren. Dadurch geht Gl. (15) tiber in: 
Ug 


U=Sr|/ _ {\|= — oe Ge? + y2)fdu + || + 


Uo Uy 


1 
2 2 (2.7 =e Yw) du rls 


Wie im ersten Teil abgeleitet wurde, bestehen iiberall dort, wo sich das Seil mit dem 
Schuh in Kontakt befindet, die Beziehungen: 


y =r- (sin B — sin &), (18) 
z= |/ R? — 22 + r (— cos + cos €). (19) 


Fiihrt man die Gl. (18) und (19) in Gl. (17) ein, so erhilt man, bei Beachtung von 
Gl. (16): 


Fo fe TTT R 1 : 6 
U=8rl/ 4 (5 +5 (w+ 2usin &+£,! + &4 | ae (20) 
ci i ee . eRe 1 ¢ 
+ || pt yee + 2using- st + em) du + \ [2+ 522+ ya] du—SE | yaw. 
Uy Us Ug 


Zur scharferen Unterscheidung werden hier und spater GréSen, die an den 
Intervallgrenzen eventuell unstetig sein kénnen, im Intervall uw) < wu < u, durch den 
oberen Index J, im Intervall wu, < uw S u, durch den oberen Index /Z und schlieBlich 
im Intervall w, < wu <u; durch den oberen Index JIJ gekennzeichnet. 

Von Gl. (20) ausgehend, kann nun sowohl das Gleichgewichts- als auch das 
Stabilitatsproblem behandelt werden. 

Die Gleichgewichtsfigur der Seilachse muB aus der Forderung dU = 0 hervor- 
gehen, waihrend die Ungleichung 6?U = 0 den Stabilitatsbereich abgrenzt. Es mu8 
hier aber beachtet werden, daB u, und w, freie Grenzen darstellen, deren Werte sich 
erst aus den Bedingungen des Systems ergeben miissen. Die Grenzen wu, und wu, 
miissen also bei der Bildung der ersten und zweiten Variation mitvariiert werden. 

Aus Gl. (20) erhalt man also, bei Entwicklung bis zu den GroBen zweiter Kleinheits- 
ordnung: 


U+sU +> 8U = 


= § / ah ttea aang in & + Ms! S sj g- bat) (EF + 88,2) + 
=Srl/ wz) \ IF > tu: (sin + cos a a Bin (e5 ae) 


Us + OUs 


ie 3 (677 + 68,1) du + \ | + wu ° (sing + cos& + dg4 — =siné get). 
Uy ae 6uy, 
Uz 
(Edt + BE) +E (Eu! + 88.2 du + || + gee Gu + Oe)? + ype Yu + Jyu)"| du — 
Us + OU - 
WRY 
— >| (y + oy) dul. (21) 


ie 
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Zieht man von Gl. (21) die Gl. (20) ab, so erhalt man, bis auf Glieder von dritter 
und héherer Ordnung: 


Uy 


6U + peu =sr// F\\ la cos &- £,1 6&1 + (wsin € + é,}) 6,1 + wu cos €- dé! 6€,1 — 


Uo 
Uy + Ou, 


— Hsing e008" +2 48,"]du + \[% + 4 wsing- 81 +2 8" + woosd g,2 08 + 


UW 


Ug 


+ (u sin € + é,7) 8e.0] du + | lu cos + €,% 6&4 + (wsin é + €,M) 6&2 + 
a Uy + du, 
+ u cos € 6&0 6€, — + sin By gail peti oe = 66 | die | L- a a + 4sin &- €, 4 
righ OU 


R _ f 
per 5 +usiné-é M+ 


+E + woos dF 8 + (using + £2) 08,H|du + | 


ate + EJ? + woos é+ &,1 64 + (wsin € + &,2) 68. du + 


Uz Ug + bU2g 
1 1 F i 2 R 1 2 
a8 = | be ; 6z, 1! +. i ge oy ne es 62,2 + = dy |aw et: n= + 57a Eee: =e 
% u u 
Seay A = (zt dzEE + ym by7™)| hipes a dy" du + sd (yt + dyll) du. 
us us (22) 
Nach Ausfiihren geeigneter partieller Integrationen erhalt man ferner: 
Uy Uy 
| [wcos € + €,' dé + (wsin€é + €,1) &,1] du = (u, sin é, + &,,1) 6&4! — | [Euut +sin &] 6 du; 
uo Us io 
\ [u cos é- €," 6é4 + (usin é + &,M) 6,2] du = (u.sin & + €, 1) 6&4 — 
Uy Ug 
— (u,sin é, + é,,M) 6&4 — | [Euut + sin &} dé" du; 
Uy Uy 
i + sin €+ €,1 68" + u cos &+ d&1 68,1 + = 8. du = (uy cos & 68! + d8,,3) 66,2 — 
Uo Uy 
— 4 [68.44 + cos & + 884) aet dw; 
Us Uo 
| I- S sin &- £,1 dal + woos &- gett gem 4 + 670] du = (ty 008 & £2 + 
Uy Us 


= as) 6&,U -* = (uy cos &, < 6&0 + OF4°) 6&0 — 2 [d&,, wt +. eos g : 6&1] dé du; 


Uy 
Us 


Us 
eis UD TLE», = 
" Je Fay ih Ga eee eee ey | Zu ult dat du 
Us 1m 
1 ( WR TIL §y,IIt ° 
s TL... GyysTtt AE gs tne ae ee Ly WRr 
7a \(y, OYu go Oy" | du rs (oa +3 ) by dia 


Us 
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Hierin wurden die Funktionswerte an den Stellen uw, und u, durch die unteren 
Indizes 1 und 2 gekennzeichnet. 


Tréagt man diese Umformungen in die Gl. (22) ein und fihrt die Integrationen 
liber die Intervalle w, bis wu, + du, und uy bis wv, + du, aus, indem man die Integranden 
nach Taylorschen Reihen entwickelt, wobei die Integrale nur bis zu Gliedern zweiter 
Ordnung ausgerechnet werden, so erhiilt man schlieBlich: 


sU+teu=sr)/ - \ [4.2 + sin é] setdu— + [6&4 + cos é+ dé] dé du — ° 


Uo Uo 


2 Ua Ug 
a | fen. + sin E] 6&4 du — + [d&,, 1 + cos é 6&1] 6E4 du — - | Zy ut dzll du — 
UW ty bs 
us Us Ug 
1 WRr l 1 ‘ 
—4| (vy. x +4] dy du + 8 dz, 2 du + 5 \ dy LE du + 
Ma Ug Us 


+ (usin § + E42) 08! +> (us 008 & 3! + 48,1) B81 + (ay sin &y > 8, +> uP) Stuy + 
+ $ [oy sing, fy u7 +, 0088, +8," + £2 (Eau! sin &,)] dey? +1 cos, -&,,1 68,1 dary + 
+ (w, sin €,1 + &,7) 6&,,' du, — (u, sin €, + €,,1%) 6&7 + (ug sin é, + &,, 1) 6&0 — 

— (u, sin &,- &, 7 + * EU") du, — = fa sim, > &.,..0' 4- wy cos f° 6,1" + €, P(e, a 
+ sin &,)] 6,2 — wy cos & > EE + dE» day — (am sin &; + Ey,2) 82 buy + “dug + 
+ dug? + (wa sin Ey Ey! + Sul) date + | [le 8in Ey* Ey all + tty COM Fy °F, + 

i 


ae en ‘eu iby + sin &)] dw? — ZY (u, cos €, > 6&4 + | Fae . (uw, cos & + d&!t + 


: ; 1 
4. 6€,.™") bé" 4 Us COS E, = Pi 6&1 OU, =} (Us sin &, a en) bey OUy = ie Sa 5 


1 
2 z Hid OO Tit 
Ce =f Uri ) OUy ~ 2 pe (Zu, eu Us ae 


WR 
ao 0 tat Yu oon) du? — ee go ba a uo bY ue) 6, + es ( yott bu, + 


1 
toe Tit 4, 
- O22 72 Yu OY2 


2 r2 


+ ts Yar Ou? + dys éug). | (23) 


Die Seilachse mu8 nun iiberall stetig sein. Denkt man sich die Seilachse aus 
der Gleichgewichtslage um kleine Betraige verschoben, so wandern die Bereichs- 
grenzen wu, nach wu, + du, und uw, nach uw, + du. Es mu8 dann die variierte Seil- 
achsenkurve auch an den Stellen wu, + du, und uz + du, stetig sein. Es gilt somit: 


ET (uy + du,) + 68 (uy + Ou) = EF (uw, + Ou) + 6&™ (uy + du) 
und daraus folgt, wenn man bis zu den Gliedern zweiter Ordnung entwickelt: 
é, ar ee Ou, oF = Cu a du,” = dé," +- Of? Ou, =s a ae de Ou, - 
+ Evull buy? + O67 + 66,7 dun. 


Darin ist 6&1 die bis w, extrapolierte Variation von & im Intervall /7. Wegen der 
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Stetigkeit der unvariierten Seilachsenkurve ist él= éu—é. Man erhalt also die 
Beziehung : 


BEM = 861 + (Eu, — Eu) Ott, +> (Eu ea! — Su nlt) Ot? + (86) — 86 11) Ott. (24) 


Es ist also im allgemeinen 


6é,U + 6&1. 
Ganz analog erhalt man: 


dy tl == dys! + (Gae Ss ee) OU, a 2 (Yu ue 78 Yu ve Ou.” + (ay, we Oya) OUs, (25) 
deg = Oe ak fed ay eda a es (Ser ued — Sa gt!) Otbg? + (024,11 — 0%y,'77) Ott. (26) 


Fiihrt man hierin die Werte aus den Gl. (18) und (19) ein, so erhalt man bei Be- 
achtung von Gl. (16): 


F Yu II : ‘ 
dy ptt = —ricosé, 6£,"% + (cos a ewe OUs| + 3 x Sin £2: 06:1" + 
+ _ (sin BAe Cae a COR ee : = 6uy? +7 2 Gone One 
ea II 
== O08 69 OF yee OUs, (25a) 
z,,1ll : 4 
dzgt = —'7|sinsd; ~ 084 +E (w, + sin &° eae “te = ony AG = cos F, + dE st — 


Til i 
r ; ; uu : 
eee (1 — cos E, 5 ea + sin Ey , E, Aas + ea OU? a 194 (cos &, s ey . 6é,! = 


SSI Say) Ona fee = OU. (26a) 


Man kann nun die Ausdriicke Gl. (24), (25a) und (26a) in Gl. (23) einfiithren und erhalt 
sodann durch Auftrennen nach Groen erster und zweiter Ordnung nach gehoriger 
Reduktion: 


dU = sr e \ [Eu ie ag sin &] a du — " leu = + sin &| o&tt du coo 


Uy 


Us Us 
1 ( Ww = r 
See ieee SANE day, ee =| Bete whe cee 


U2 Us 


Zu mes 
A s (Fu," a= Ey Ou, F (ws sin 7) ae ca oe sin & 


5) dy! du + (But — El) 68:9 + 


2) oft + 


Us" ° IL 1 Tr ZHI e - I Yy tu = Il 
“tila “Pp SUL Eg Suen tt oes Sty ee ep oe cos €,° §, 2 + 


1 2 2 WR le 
reg ay eas) agi en yal buf (27) 


disini Uy Us 
1 A 1 : ° 
= PU =S8r V+ 31 [6é,,,,2 + cosé - 6&4] dE du — * | [6é,, tf + cos& - d€!1] 6EM du + 


tl 2 2 
a 2 72 ( 024 at du ay 3 \ OY! i du ae : eu Uy ene ca ey TM) buy : 4-(E —&") o¢,| OuUy rr 


Us Us 


=F (Eu! — Eyl) 68,2 Ree [te (1 + sin fy > baud + 
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2 . U Tu 9 
a COB f5°% 6, ) or Sy (sin €, + €,, ust) + if = (1 + cos &: &,.™ + sin & + &, 42" + 


It 4 [ 

ety Yy ttl Yuu tll 1 

I se = (z TIE 2 
i , 2 Us 


(sin S2 : cat — Cos Sp : ey he ay ve 


U Uy 


z Il y, Il 


& 


WR 1 y. 
LTE c.. § A f 
sia Yus = Yu oe) =i Sr al OW,” <i = Uy COS Ey re Fo ~ COS &, ws oe sin :,) Oat se 


z,, Ll y, Ul 


ae ee Te Us Yu, A , 
(u, cos a Su, 1, 008S, ey — ae Teer n) 6&5" du, + +i sin &, + &, 1 + 


2, UII Yr UI 
ay Pee I Sy AS - *— cos é, 6&4 du, + made DIOE jn ee ae ae 6U, — 
a % (Zu dey Et + y,, EH dy!) a (28) 
Aus Gl. (27) folgt nun fiir 6U = 0: 

&,,i + siné = 0, (27a) 
&,,% + sin & ° (27b) 
Pia ttiyae Ui (27 ¢) 
yust + “St _ 9, (27d) 

Aus Gl. (27a) folgt durch einmalige rite 

aS ets cos§=C 

Fiir w = wu, ist noch keine eg tane vorhanden, daher ist dort &,,' = 0 und 
&) = B, daraus folgt C = — cos f und &,1 = + |/2 (cos € — cos f). Da nach Voraus- 


setzung die Quergleitung erst bei w = uw, beginnt, gilt im ganzen Bereich I: & = p 
und daher £,1= 0. Die Gl. (27a) hat also nur die singulire Lésung: é! = p. Im 
Intervall u, Su Su, gilt die Differentialgleichung (27b) und aus ihr folgt durch 


einmalige Integration: 


Ey = NV 2G con &). (28) 
Aus Gl. (27) folgt aber, wegen 06U = 0, die eas. 
fee Nile (29) 


ane bedeutet, dali die Seilachse ohne Knick in den Quergleitbereich iibergeht. Da 
E,1 = 0, ist auch &,,"" — 0. Nun ist aber wegen der Stetigkeit der Seilachse &, = 8, 
daher folgt aus Gl. (2 8): 
C= — tes f “tnd “ga \/2 (cos £ — cos f). (28a) 
Die Griinde fiir die Wahl des negativen Vorzeichens werden spiter erortert. 
Die Integration von Gl. (28a) liefert bei Beachtung des Anfangswertes &, = f die 
Beziehung: 


Bae ee ECHL (Ca) B 
aS a ta ry - sin 2? (30) 


wobei fiir den Modul k der elliptischen Funktion 


k= sin (30a) 
zu setzen ist. 
Aus Gl. (27d) folgt unmittelbar: 
gt = — EE (uw — tel + Yast (wt) + al (31) 
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als Gleichung der Seilachsenkurve rechts vom Schuh und daraus: 


Tir TIl 
2 ygtt (Che oe ys) 242 Yu, 


WRr oon ies 
Ye (uz — Ug)? Uz — Ug 


III 


Da man (ws — uU,) beliebig groB machen kann, erkennt man, daS man ae 


2 


stets vernachlassigbar klein gegen Z machen kann, so daf das letzte Glied in 


2 
Gl. (27) gestrichen werden kann. 
Aus Gl. (31) folgt wegen y,!!! = 0: 


WRr pa oe ae oe ou (32) 
28 Uy (U3 — Ug)? ~~ Us — Up 
Yy IIT : ° os 
Das Glied —_———— kann gestrichen werden, da y, und y,, etwa von gleicher GréBen- 


(Ug — Ug)” 


ordnung sind (ee Uz; — U, > 1 vorausgesetzt werden kann. Die Anderung von 
(ws — U2) kann ebenfalls vernachlassigt werden, es ist also y,,"' bei gegebener An- 
ordnung und gegebenem Winddruck ein Festwert, der von wu, und y,! nicht mehr 
abhingt. Der Neigungswinkel 6,, den die Seilachse beim Verlassen des Schuhes 
mit der x-Achse einschlieBt, steht mit y,'" in der Beziehung: 
Yul 

tg 02 = Yu, = \VRr- 


Nach (32) und (33) kann tg 6, als Maf des Winddruckes eingefiihrt werden. Aus 
Gl. (27¢c) folgt schlieBlich z,“! = konst. und entsprechend dem Koordinatensystem 
nach Abb. 1: 


(33) 


ote eee (34) 
Aus 6U = 0 folgen ferner gemaB Gl. gat noch die Beziehungen: 
TIr 
Us Sin €, + cane + =o cos & = 0, (35) 


2 - 1 Sis III ; 
—3- tes si Ea Sint aergehar f (up + Bin fs eu.) + 


Yy Til 


sf cos + &,,.71 a (ee Uae he (36) 


Eliminiert man aus Gl. (35) und (36) die GréBe z,,"", so erhilt man: 


Joan * 2 
= Gus COs & = 0. 


ie 


Daraus folgt: 


Yu Til 
oe = Os Cog (37) 
und durch Einsetzen in Gl. (35): . 
Zu III 
er = .— (ug + sin &-€,%). (38) 


Aus den Gl. (18) und (19) in Verbindung mit Gl. (16) erkennt man, da8 die Gl. (37) 
und (38) den knickfreien Ubergang der Seilachse an der Ablésestelle vom Schuh 
ausdriicken. Die Gleichgewichtsfigur der Seilachse ist also eine iiberall stetige und 
differenzierbare Kurve. 


Da nach Wahl unseres Koordinatensystems (Abb. 1) Z, i == 0 ist, gilt: nach 
Gl. (38) die Beziehung: 


U, = — sin &-&, 7. (39) 
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Aus Gl. (28a), (37) und (33) folgt schlieBlich: 
5 ons 
tg db, = (4) \/ = cos E,- /cos €, — cos p. (40) 
-- 


Es wurde bei der Vorzeichenfestlegung des Winkels € angenommen, da die wirksame 
Komponente des Windes in die positive y-Achse fillt, daher scheidet das obere Vor- 
zeichen in Gl. (40) aus und damit auch das obere Vorzeichen in Gl. (28). 

Hs ist leicht einzusehen, daf Gl. (40), nach cos é, aufgelést, fiir entsprechend 
kleine Werte von tg 6, nur eine reelle, und zwar positive Lésung besitzt. Nun gibt 
es offenbar drei Méglichkeiten: cos é,= 1. Fiir cos é, > 1 existiert kein reeller Winkel 
und ein Gleichgewicht ist dann unméglich. Fiir cos £, < 1 erhalten wir aber zwei mégliche 
Gleichgewichte, und zwar fiir &, > 0 und é, < 0. 

In letzterem Falle wird der Winkel & = 0 durchlaufen und an dieser Stelle ist 
nach Gl. (20) &,, = 0. Nun folgt aber aus Gl. (18) in Verbindung mit Gl. (16): 
Yuu =r: (sin €- &,? — cos + é,,). Es ist.also fiir € = 0 auch y,,,, = 0. Die Projektion 
der Gleichgewichtsfigur der Seilachse auf die x y-Ebene besitzt dann an dieser Stelle 
einen Wendepunkt. 

Es kann nur auf Grund einer Stabilititsuntersuchung streng entschieden werden, 
welche der aufgefundenen Gleichgewichtsfiguren stabil oder labil sind. 

Hieriiber kann 6?U nach Gl. (28) Aufschlu8 geben. Setzt man die Integranden 
der in Gl. (28) aufscheinenden Integrale gleich Null, so erhalt man die Jaco bischen 
Differentialgleichungen fiir das Sekundirproblem®. Sie lauten: 


6&,,,/ + cos &- dé! = 0, (41) 

6&, ~1 + cos é- 6& = 0. (42) 

Ihre Lésungen k6nnen als Einhiillende einer Losungsschar des _ urspriinglichen 
Variationsproblems angesehen werden. Da fiir das Intervall uw, < wu < u, die Gleich- 
gewichtsfigur als singulire Losung bereits als Einhiillende einer Losungsschar von 


Gl. (27a) angesehen werden kann, fallen hier die Lésungen des primaren und sekun- 
diren Problems zusammen und es gilt: 


68} ==.,0. (41a) 
Im Bereich u, Su Su, setzen wir: 
6g = e+ 7 (u), (43) 
worin ¢« ein verschwindend kleiner Festwert ist. Dann lautet Gl. (42): 
Nuu + * cos é = 0, (42a) 


Gl. (42a) hat als Differentialgleichung zweiter Ordnung zwei voneinander unabhangige 
partikulare Lésungen 7 und 7, deren Linearkombination die allgemeine Lésung dar- 
stellt. Nach der allgemeinen Theorie’ erhalt man die beiden voneinander unab- 
hingigen Lésungen, indem man die allgemeine Loésung der zum urspriinglichen 
Variationsproblem gehérigen Eulerschen Gleichung nach den beiden Integrations- 
konstanten partiell differenziert. Die Lésung der Eulerschen Gleichung, Gl. (27b), 
ist durch Gl. (30) gegeben, die wir in der Form 


& = 2arec sin|k ee, (x = gin 4) (30b) 


dn (wu — U4) 


anschreiben. Man kann dann setzen: 


MS ae ag eer 2 
Tay und = a und. 47=C,4 + Cay 


5 Vgl. D. Bolza: Vorlesungen iiber Variationsrechnung, S. 54 ff. Leipzig und Berlin: 
Teubner. 1909. Wir begniigen uns mit der Feststellung eines ,schwachen Minimums. 
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mit beliebigen Integrationskonstanten C, und O,. Da aber am Beginn des Quer- 
gleitbereiches wegen 6£,' = 0 auch 6u, = 0 gelten muB, folgt aus Gl. (24) 06,20: 
Es miissen also C, und O, so gewahlt werden, da8 1 (w;) = 7, = 0 wird. Aus Gl. (30 b) 


folgt nun: 7 =2k|/1 — pipe eed Ie Da fir u = u, 4, = 0, so ist C, = 0 und 
; dn (wu — u,) rf : 
wir brauchen 7 nicht zu berechnen. Da es auf die Grobe von C, nicht ankommt, 
wahlen wir C, = fee und erhalten: 
_ BeYI—-B 


sn (uw — Uy) 
1 “day a } (44) 
Man kann sich leicht direkt iiberzeugen, daB GI. (44) ein partikulires Integral 
von Gl. (42a) ist. 
Die Integrale 


Uz Us 


1 =| 
ir zy dus. mundi | by. 


UE? day 
Us Us 
haben stets einen positiven Wert, auBer fiir: 
2 Oe (45) 


Da es auf den Minimalwert von 6?U ankommt, miissen wir 62,1!" und oy,3" nach 
Gl. (45) wahlen, was mit der asymptotischen Losung fiir die Seilkurve rechts vom 
Schuh vertraglich ist. Fiihrt man dies in Gl. (28) ein und beachtet die Beziehungen (29), 
(34), (27a), (27b), (27¢), (37), (39) und (45), so verbleibt, wenn man noch die Glieder 


Yu, aus den friiher erdrterten Griinden streicht: 


CU Sse es 0G = Of." (46) 
Aus Gl. (30) folgt aber: 


Sr 


en? (u — uj) 
dn? (w — wy) 


cosé = 1—2sin? == 1] 2 k? 


und vermoge dieser Gleichung und der Beziehungen zwischen den _ elliptischen 
Funktionen von Jacobi ergibt sich aus Gl. (44): 


i erwal: 
f= sin B |? (cos € — cos £); (sin - a k). (44a) 
Aus Gl. (43) und (44a) erhalt man schlieBlich: 
oes ry s |2 (cos £, — cos f). (47) 
Aus Gl. (28a) folgt: 
& ee : 
Of, ee sin p Sin é. (48) 
Damit nimmt 6?U nach GI. (46) den Wert 
&U=Sr / - aay |/2 (cos & — cos B) + sin & (49) 
+ 


an. 

Da der Winkel &, von 6 an mit wachsendem wu abnimmt, liegt die erste Nullstelle, 
die nach = f erreicht wird, bei &, = 0. Hier ist also die Grenze der Stabilitat, was 
mit der im ersten Teil getroffenen Annahme iibereinstimmt. 


Ich danke Herrn P, Funk fiir viele wertvolle Anregungen. 


(Eingegangen am 8. April 1952.) 
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Zur Stabilitaét der langen, in gleichen Abstinden querversteiften 
Rechteckplatte. 


Von F.Poehop, Wien. 
Mit 3 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Das Energieverfahren fiihrt bei Rechteckplatten mit wachsendem Seiten- 
verhaltnis nur scheinbar zu immer schlechter konvergierenden Niiherungslésungen. Durch Be- 
achtung der sich tatsichlich ausbildenden Beulfliiche kann man nimlich auch bei langen Platten 
gute Naherungswerte mit wenigen Amplitudengliedern erhalten. Wie man zu diesen maB- 
gebenden Gliedern gelangt, wird fiir die in gleichen Abstiinden querversteifte Rechteckplatte 
gezeigt. Als Anwendungsbeispiele werden die Mindeststeifigkeiten der Querrippen im Grenzfall 
des gleichmi@ig lingsgedriickten sowie des schubbeanspruchten Plattenstreifens errechnet. 


Summary. When applied to rectangular plates, the energy method leads to approximative 
solutions the convergence of which seems to deteriorate with increasing side ratio. By taking 
the real buckling surface into consideration, good approximative values may be obtained, however, 
even for long plates, with the use of a few amplitude terms only. It is shown how these essential 
terms may be found for the rectangular plate stiffened transversally at equal distances. As an 
example, the minimum rigidity of the transverse ribs is calculated for the limiting cases of the 
uniformly, longitudinally loaded plate strip, and the plate strip loaded in shear. 


Résumé. La méthode énergétique conduit, pour des plaques rectangulaires, & des solutions 
approximatives dont la convergence semble devenir mauvaise pour les grands allongements. 
En tenant compte de la surface réelle de voilement, on peut toutefois obtenir de bonnes valeurs 
approximatives, aussi bien pour des plaques trés allongées, avec un petit nombre de termes. II 
est démontré comment s’obtiennent les termes essentiels pour la plaque raidie par des nervures 
transversales et équidistantes. Comme exemple, on calcule la raideur minima des nervures 
transversales dans les cas limites d’une plaque trés longue sollicitée en compression uniforme 
et axiale, ou en cisaillement. 


1. Einleitung. 


Durch zweckmafige Anordnung von Aussteifungen kénnen die kritischen Be- 
lastungen, unter denen das Gleichgewicht diinner Platten instabil wird, erheblich 
erhéht werden. Als erster untersuchte Timoschenkot? die an den Randern gelenkig 
gelagerte, durch Quer- oder Liangsrippen versteifte Rechteckplatte unter Langs- 
sowie unter Schubbeanspruchung. Er beniitzte dazu das Energieverfahren. Fiir 
die gleichmaBig gedriickte Rechteckplatte mit Lings- oder Quersteifen gab spater 
Barbré? strenge Lésungen an. Die Frage nach den verschiedenen Arten der Mindest- 
steifigkeiten von Plattenrippen beantwortete Kromm’. 


Die vorliegende Schrift zeigt die Méglichkeit auf, mit Hilfe des Energieverfahrens 
brauchbare Naherungslésungen insbesondere fiir die durch viele, in gleichen Ab- 
stinden angeordnete Querrippen gestiitzte Rechteckplatte — _ einfachheitshalber 
wollen wir im folgenden von der querversteiften langen Rechteckplatte sprechen — 
aufzustellen. Selbstverstiindlich bleiben die zu diesem Zweck umgeformten Beul- 
bedingungen in der neuen Gestalt auch fiir kurze Platten, das heiBt fiir Platten mit 
wenigen Quersteifen giiltig. 

Das Material der von uns betrachteten Platten mit dem Seitenverhiltnis « = + 


und der gleichmaBigen Dicke ¢ wird als isotrop und homogen vorausgesetzt, auBerdem 
soll das Hookesche Gesetz unbeschrankt gelten. Als Belastungen werden die aut 
die Laingeneinheit bezogenen Normalkrafte , und Schubkrafte n,, in der gemaf 


1 Timoschenko: Hisenbau 147 (1921). 
2 Barbré: Ingenieur-Arch. 117 (1937). 
3 Kromm: Stahlbau 81 (1944). 
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Abb. la und 1b vereinfachten Form aufgebracht. Demnach lassen sich die Normal- 
spannungen durch die lineare Beziehung 


oy) =+aly+—vZ (1) 


wiedergeben, wihrend sich die Schubspannungen t,, gleichmabig tiber die Platte 
erstrecken. 
Die zu Beginn des Ausbeulens vorhandene kritische Spannung 


Oo, = k Oe (2) 
ist in tiblicher Weise auf die HilfsgroBe 
eK WH ( t ) 
Corp 12 (=e 


bezogen. Der Beulwert & hangt von der Belastungsart, den Randbedingungen und 
der geometrischen Gestalt der Platte ab. 


Abb. la. Rechteckplatte unter Normalkraften Abb. 1b. Rechteckplatte unter Schubkraften 
me=ort|y + @—w 4]. Nay =Tayl 


Die kritische Spannung o, kann nach Bryan* aus der Bedingung berechnet 
werden, daB beim Ubergang aus der labilen ebenen Form w = 0 in die unendlich 
wenig ausgebogene Beulfliache w= w (a, y) die Anderung der Arbeit der inneren 
Kriafte A; der bei der Verwélbung geleisteten zusatzlichen Arbeit der iuBeren Kriafte A, 
gleich sein muB8. Die Anderung der potentiellen Energie ist daher 


AU =0=A,+A4,. (3) 


Bei der Auswolbung verbiegen sich im allgemeinen sowohl die Platte als auch die 
Steifen und liefern Beitrage zur Anderung der Gesamtarbeit. Wir ziehen nur Quer- 
steifen in Betracht. Diese bleiben infolge Vernachlissigung der Querdehnung bis 
zum Beginn des Ausbeulens spannungsfrei. AuBerdem wird zur Vereinfachung der 
Rechnung der Verdrehungswiderstand der Stiitzen nicht beriicksichtigt. Somit 
liefern diese nur Beitrage zur Biegungsarbeit der inneren Krifte. Es ist 

AU =0= Ai, + BD! Aig + Aarr, (3a) 

? 

wobei die Summe iiber alle Quersteifen geht. 
Damit die ebene Ausgangslage der Platte nicht bereits labil ist, muB fiir jede 

Nachbarlage, die nicht Gleichgewichtslage ist, 


Oe Agta, 


sein. Zu Gl. (3) tritt deshalb die verschiirfte Bedingung, daB AU ein Minimum 
werden mub, 


6AU=0=6 (Aim, + > Aig + Acari). (4) 
j 


4 Bryan: Proc, Lond, math. Soc, 54 (1891). 
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Die Ausdriicke fiir die einzelnen Arbeitsanteile sind: 


n= K\(G (Se + Se) —0 oleae —(S5) jan 
Aan = |B (Ze) + me ae oy +P (Se) | a © 


$a 3 SSE lay Y 


Fiir die vorerst unbekannte Wélbfliche w = w (a, y) muB ein Ansatz verwendet 
werden, der méglichst gut den Randbedingungen entspricht und sich weitgehend 
der wirklichen Beulfliche anpaft. Vielfach ist es notwendig, einen Reihenansatz 
zu wihlen, der im allgemeinen nur brauchbar ist, wenn die Abweichungen von der 
tatsichlichen Biegungsfliiche durch Vermehrung der Gliederzahl beliebig verkleinert 
werden kénnen. Der Naviersche Ansatz 


co co 
wD. ee: na aitic— ze sin", (8) 
m=1 = 


wenn m und » die Halbwellenzahlen in der Lings- und Querrichtung sind, erfiillt 
diese Forderungen fiir die allseitig frei drehbar gelagerte Rechteckplatte. 


Die Arbeitsanteile Gl. (5) bis Gl. (7) mit Gl. (8) miissen gemaB Gl. (3a) zusammen- 
gefaBt werden. Durch partielle Differentiation nach den unbekannten Amplituden 
gemiB Gl. (4) entsteht ein Gleichungssystem mit ebenso vielen homogenen und 
linearen Gleichungen, wie Unbekannte vorhanden sind. Da eine von Null verschiedene 
Ausbeulung nur moéglich ist, wenn die Koeffizientendeterminante D verschwindet, 
lautet die gesuchte Beulbedingung 


D=0. (9) 


Daraus kann die kritische Last zum Beispiel mittels des Laplaceschen Entwicklungs- 
satzes durch Heranziehung einer zunehmenden Anzahl von Amplitudengliedern be- 
liebig genau ermittelt werden. Praktisch ist jedoch wegen des raschen Anwachsens 
der Rechenarbeit die Genauigkeit auf wenige Glieder beschrainkt, wodurch die 
Konvergenz der Naherungslésungen entscheidende Bedeutung gewinnt. Die Beul- 
werte werden durch das Energieverfahren von oben angenihert, so da fiir vor- 
gegebene Beulwerte die Annaherung der erforderlichen Stiitzensteifigkeiten von unten 
geschieht. 


2. Die Konvergenzeigenschaften der Naherungslésungen fiir die unversteifte, lange 
Rechteckplatte. 


Eine kurze Betrachtung von an der unversteiften Platte nachweisbaren Verhalt- 
nissen soll uns Richtlinien fiir die Erfassung auch komplizierterer Plattentypen ver- 
schaffen. Bekanntlich beeintraichtigt bei der allseitig gelenkig gelagerten Rechteck- 
platte unter Lingsbeanspruchung gema®B Gl. (1) das zunehmende Seitenverhaltnis 
die Konvergenz der Naherungslésungen nicht. Die hoheren Glieder lassen sich naémlich 
auf die Beullange 


Paes (10) 


« 
mM’ 
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welche durch den jeweils kleinsten Beulwert bestimmt ist, zurtickfiihren (vgl. etwa 
Stiffel>, S. 370 fiir reine Biegung y = — 1). 

Die genaue Kurve der Beulwerte fiir die schubbelastete Rechteckplatte in Ab- 
hangigkeit vom Seitenverhaltnis fallt nach Seydel®, S. 183ff., in flachen Girlanden 
zu dem von Southwell und Skan’ fiir « = oo streng gefundenen Wert k = 5°336 
ab, indem der Kurvenast fiir gerade mit dem fiir ungerade Zeigersummen m + 7 
abwechselt. Hartmann’, §. 202, Abb. 183, tragt zum Vergleich dazu die mit den 
ersten fiinf Amplitudengliedern gerechneten Beulwerte k; auf, welche fiir « > 2°0 
zunehmend schlecht konvergieren. Fiir die weiteren Naherungen £,, k, usw. ist ein 
ahnlicher Verlauf bei entsprechend gréBeren Seitenverhaltnissen zu erwarten. Nun 
laBt sich diese Erscheinung leicht erkliren. Mit wachsender Plattenlinge vergroBert 
sich auch die Zahl m der bei der Beulung entstehenden Lingswellen. Dementsprechend 
wird der Einflu8 der langen Wellen, in der Koeffizientendeterminante gemaB Gl. (9) 
der Glieder mit kleinen Zeigern m, absinken. Die maBgebenden Amplitudenglieder 
mussen, entsprechend der Gestalt der Beulflache, stets in der Umgebung der Beul- 
lange liegen. Die durch Hartmann aufgezeigte Verschlechterung der Konvergenz- 
eigenschaften mit zunehmender Plattenlange ist also vor allem dadurch bedingt, 
dafS ungeachtet der wirklichen Beulform immer mit denselben Gliedern gerechnet 
wurde (vgl. in diesem Zusammenhang die dem Seitenverhdltnis angepafte, daher 
richtige Auswahl der Zeiger m bei Seydel®, S. 186, Abb. 7). 


3. Die querversteifte Rechteckplatte unter Langsbeanspruchung. 
Der Ubergang zur langen Platte. 


Wir bilden die partiellen Ableitungen der Gl. (8). 


ow sd . Vv Mae . nny 
Gin “Gh ptt Agim COB Hae ae eS ) 
m n 
hw me? ane - MEU nny 
oa a pS Dy m A,,, Sin a sale en 
m a0 
Ow SAY A a MUX nNnauY 
“Oy 7 b n mn SIN ma cos << \ (1 1) 
™m n 
aw or eee Wibbe Bea Mme nm Yy 
eed ie 1 ee A mn COS agi COR 
y m n 
Ch ade 72 Bane “ MH x NY 
On dy  . ab pe a MN Ay » COS ——-— CO8 —F—. 
m n 


Unter Beniitzung dieser Ableitungen werden nun die Arbeitsanteile Gl. (5) bis Gl. (7) 
ausgerechnet. Fiir den Fall der an allen Randern gelenkig gelagerten Rechteckplatte 


ayy 2, 
(das hei®Bt fiir die Randbedingungen w = 0 und i = 0) vereinfacht sich 
die Biegungsarbeit Gl. (5) zu 
ab 
EO aire 2w \2 
Aj py = 2 | Wagan = Ar) dx dy, 


00 
(s. beispielsweise Timoschenko®, 8 315). Es wird 


® Seydel: Ingenieur-Arch. 169 (1933). 

* Southwell und Skan: Proc. Roy. Soc. (London) (1924). 

8’ Hartmann: Der Briickenbau, 3. Bd. Wien. 1951. 

* Timoschenko: Theory of Elastic Stability. New York. 1931. 
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ab 
KY “eenad al fm n* _ Mee . nary)? . 
A;p; = ¥\ \j-2 > (= = spr} Ane, 80 Ee sin | dx dy 
‘ 


0 m n 
F ab 
y 2 2 2 
—K*| » vy Oe et ere 
4 | eel | de oS a is b2 } \ a + b2 
00 m 2 qd 
Mae . pre . Ney . guy : 
- Aven Ghee Be Siar a Bile pee SIN ay | da dy. 
egen 
a 
UTX VIX : Umax Os ae 
\ si age qa = \ cos c s——dx=0 firw+y 
0 0 (12) 


. . . . * 
bleiben nur die Glieder mit p =m und ¢ = n, 


ae ab 
Am=—K—~ > BS D> m 1 cae Se (13) 
: me n 
worln 
; e ae .\2 
Ry, is (1 iis Mm. a?) (14) 


ist. Die Arbeit bei der Biegung der Quersteifen ist gemaif GI. (7) und GI. (11), mit 


g=2, (15) 
EI : % 
 ; i It? . . 2 

> Aig = 5° bs \ |- a ee ane sin m a &; sin mee dy 

j j 0 m n 
4 HI : 2 

SM Aig = oo eed NT nt ba sin m x &) : (16) 

r] j = m 


Bei der Ermittlung der aiuBeren Arbeit gemaB GI. (6) ist 
he, = —ka,t ly + (1 —»)# 


und »,, =”, = 090 zu setzen. Dann wird 


Fiir das erste Glied in der eckigen Klammer ergibt sich 
ab 
y | | (Fe) ae dy = 
00 


gt e x ae M I x [Deo WOR) as 
milly ‘ % 2 : ANT ae, 008 = O08 ein Sith CV) de dy 
m 


00 


und weil gemafB Gl. (12) nur die Glieder p = m und g = n von Null verschieden sind, 
ab 
rs A 26 

p|\(S)ardy =p SS SS mt An 


00 
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Beim zweiten Glied 


ab z 
Sly Be) tety = 25M Sey SS AanAn sin 52 in GY) ay 


0 


ist 
a 
( a OP or OF a ) 
| ysin q as dy=0 fir u+v gerade, | 
0 4 Uv Pe 
raat G2 — vip fiir wu +v ungerade, (17) 
b2 


ae ee fir u=v 


wird. Die Arbeit der AuReren Krafte ist demnach 


Ay = —yhot~ Sm | +) Ane 


—2(1—y) YS arte Amn Amal: (18) 
: a @ 


Die Arbeitsanteile miissen jetzt gemaB Gl. (3) zusammengefaBt werden. 


AU =0= 52 SS (a8 Gt! Ry — pe hot m?) Am? + 
m n 


b m* 
+ =plhets > SD aie metas == 
™ n qd 


+ 2 BIg SS mt (SY An a sin ma é;)*. 
j n m 


Die Minimalbedingung liefert 


eAU Bp ha l+y ieee la 

OA mn =0= (Ray 2m? Ta) Ania + 2m? W. >) (n? — @)? as 

q 
ae 
+ Sqr 5) Aun» sink é,sinm a é, (19) 
k j 
mit den Abkiirzungen 
16 
Ma Re 7 (Ha ere (20) 
ie Ela 


GemiB Abschnitt 2 ist bei langen Platten die richtige Auswahl der Amplituden- 
glieder fiir die Brauchbarkeit der Niherungslésungen ausschlaggebend. Sie kénnte 
letztlich durch Probieren getroffen werden, ist jedoch praktisch — wegen der unend- 
lichen Gliederzahl der Losungsdeterminanten — nur auf Grund einer Abschitzung 
der zu erwartenden Biegungsfliche denkbar. Fiir die Ermittlung der Mindeststeifig- 
keit von Stiitzen ist es die Beulflache, welche erzwungen wird, solange die Biegungs- 
steifigkeit der Stiitzen wenig unter der Mindeststeifigkeit liegt. Sobald die Mindest- 
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steifigkeit erreicht wird, tritt ein Wechsel des Beultypus von der Form mit stark 
ausgebogenen zu der mit fast oder exakt gerade bleibenden Steifen ein. 


Die Fahigkeit elastischer Stiitzen, an den Steifenorten Knotenlinien zu erzwingen, 
ist nach Kromm® an zwei Voraussetzungen gebunden. Erstens miissen die Steifen 
in den Knotenlinien einer méglichen Gleichgewichtslage der unversteiften Platte 
legen, und zweitens darf es keine Beulfigur mit erzwungenen Knotenlinien an den 
Rippen geben, zu der eine kleinere Beulspannung gehért als zu der freien Beulform 
mit Knotenlinien an denselben Stellen. Nur dann liegt eine Mindeststeifigkeit erster 
Art vor, welche physikalisch dadurch gekennzeichnet ist, daB eine Verstirkung der 
Rippen keine weitere Erhéhung der kritischen Last bewirkt. 

Wir beschranken unsere Untersuchungen auf gleiche Quersteifenentfernungen e. 
In diesem Falle sind bei Lingsbelastung die Voraussetzungen fiir Mindeststeifigkeiten 
erster Art erfiillt. Nun stimmt, wenn die Rippen mindeststeif sind, die Beullange 
der querversteiften Platte mit dem bezogenen Steifenabstand 


c= (22) 


tiberein. Die Beulwellenzahl ist dann gleich der Anzahl der Steifenfelder (s. Abb. la 
und 1b) 


Um sie herum miissen die maBgebenden Lingswellenzahlen 
m==7T 7 ™, (24) 


liegen, wenn 7 und m, ganze Zahlen sind und m, aus dem negativen Endlichen positiv 
in das Unendliche geht. Aus Gl. (19) wird damit 


AU 
0A 


r+m,n 


(l+y)?r? 
r+m,n— Bop mt Vel Art mn + 


4 73 ~ kay. (r+ m) 279 
+m Soe D> Aen S’sin ae sin “a sn (25) 
Ee | 


worin 


(26) 


ist und V,, W., Sg. Gl. (20) und Gl. (21), mit ¢ anstatt «, entsprechen. Die Steifen- 
arbeit in Gl. (25) 1aBt sich nach Torre, 8. 141, geschlossen ausdriicken, weil 


a—l 


oh 9b ep ero 4 | @ : = 
>’ sin a ys EE 0, (27) 


=+5 fir w= 2sa+ty, 8=1,2,3,... 


et 


ist. Zur besseren Ubersicht ist die Koeffizientendeterminante Gl. (25) in Tab. 1 
neungliedrig angeschrieben. Fiir r = 2 (eine Steife in Feldmitte) und y= — 1 


10 Torre: Osterr. Ingenieur-Arch. 137 (1946). . 
Ingenieur-Archiv VI, 5. 28 
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Tabelle 1. Gleichungssystem Gl. (25) (querversteifte 


Apia An—12 | 4, 1,3 Any . 
tu nth ee pee ae Ee ne ee ee 
DR ees | 
1+ yp)” | 
AU 0 a eat, Ve ae (La) a 5 | 
aA Dil —— ty" 
r—1,1 en 
Heese ee : io | ynigiteod eae 
“sat i R,_1,2 
(ly)? ; 
AU (l—y) r? as 3(1—y)"? 
0 _W. (eal) e = € 
EE ate a ee Ve ee 25 (r — 1)? 
ait (r — 1)! SQe w. hy “i 
d % But ) Eee 15 
ee 3 he 
TEE ee 5a BUSS WE 72) © 26 ay i 
ae 2(r—1)? * | ee | 
Ee A Pan DC | 
bbe st eae eae be i A eee Ny; 
(1+ y) 
GAU _ ge fre 5 Ve 
0Ay, | 
aAU 
ik ocean 
oAU 
Ey nae a | 
= — — + — = fons Son Ss —_ — | = = — = 
| 
aAU rt | 
= S 
alg trp ye 7? | | | 
: : i nee 
| | 
aAU 8 rt 
ts (ies S 
Ga. ipa a | | 
| 
eAU Sl rt ! 
eee) ees — 
0A, 41,3 , = Bgosec lye Qe | 


(reine Biegung) fiihrt sie auf die von Stiffel®, S. 371, entwickelte und ausgewertete 


Determinante. 


4. Anwendungsbeispiel: Der querversteifte Plattenstreifen unter gleichmaBigem Druck 
(p= +1). 
Der Sonderfall gleichmaiBigen Druckes wird die im vorhergehenden abgeleiteten 


Zusammenhiinge veranschaulichen. Wir gehen von der Rechteckplatte aus und 
setzen in Gl. (25) y= +1. 
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Rechteckplatte unter Langsbeanspruchung). 


A | 
ie Ars ae: Areas Arti Artis 
| | | 
| yt ¢ 
tees | 
| 
era 
(eae lay 
eS gee sees ‘ 
| 
| | Siete 
Sincere 9 
<n as a = ns A, 
| | 5 ae ‘a an 
1 be ‘ .  aetivets oie 
ees aed V. 
| 1 | i | “ee 7 
R,3— sas | 
Reese eee Lae | kate “ 3 
| Bea3.1— | 
| Cs le J ait at 
| Dy Ve (1 — y) r? 
| 2(r 1)2 | Y 
. 4 eee (mad)? Ye 
f eee | 
| + oe@ op eee | 
| | Ry 41,2 
. eC ep) 27 a 
| lyr | spi” 3 (1—y) r? 
ee We 2(r + 1)? oak ioe WERE 728 
|  o@+4 1D a es ) |r 5 in Ma 
| | tear 
| | 0 PR Somes 
| | | (1+ yy)” 
| 380 —y)r a | moor Me 
+o ie ts i 
| | Preece 
| | | "2@@+i%* 
0AU re 
OA, + m,n oat" Ge Pe pO (r+ my)? Ve Ans m,n as 
- r—1 k 
ee 1 Se ae es M,) a7 
a (r + m,)! ee Age pay sin. 7 sim n . (25a) 
k p= 1 


Die Koeffizientendeterminante Gl. (25a) baut sich, wie sofort zu sehen ist, in aus 

unendlich vielen Unterdeterminanten auf. Den maBgebenden Ausschnitt einer be- 

liebigen davon (fiir jeden Wert von n) zeigt als Beispiel Tab. la fiir sechs Steifen- 
28" 
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Tabelle la. Gleichungssystem Gl. (25a) fiir r = 6 (querversteifte Rechteckplatte unter 
gleichmaéBigem Druck). 


Agn Asn Agn | Aq n Agn 
ee ee ee ee 
9 
Rise Vy 
ze + a5 nt Soe 
Wines 36 
b Rene ope 
aAU _ 648, 
Asn = 605 n* SQe 
gAU | 
Sar =0= Ren—Ve | 
Rie dee yy, 

AU e 648 nt So 49 
2 2401 i 648, 

1b gapn oe 

H 9 
| Ryn 76 
BAU co dl Berclpee, 
Loa e, 512 ‘ jot 
—e Qe 
512 


felder r = 6. Diese Determinante spaltet sich fiir die Langsrichtung in weitere Unter- 
determinanten. Den kleinsten Beulwert gibt die Unterdeterminante mit A,;,, und A, ,, 
das sind allgemein auf 7 bezogen A,_,,, und A,,,,,. Die nachsten Glieder waren 
A,,, und A,,,, allgemein 45,24 Und’ Agra a: 

Die Steifenglieder gruppieren sich gem&8 Gl. (27) diagonal um die der Steifen- 
felderzahl sowie deren ungeraden Vielfachen entsprechenden Elemente der Matrix. 
Mit zunehmender Anzahl der Steifenfelder riicken die héheren Glieder immer weiter 
ab, so daB sich die Konvergenz fortschreitend verbessert. - Die zweigliedrige Naiherung 
Mitte, Und A iy 


v2 n* rt 72 n* rt 
inne: ea V. 2 (r — 1)! 8a, Bein — Ey 1)2 V. = 2 (r +. 1)! So. 
mea? 
4 (r — 1)4(r + 14 Sge= 9 
yet 2 
liefert, wenn man mit a erweitert und in Anlehnung an Froéhlich®, S. 674 
(1 + 6)? 2 Pe th 
D, 4 mn = On 4 oyn = te Poe _ ek (28) 
einfiihrt mit 
B rs Ta (29) 
Soom 2 4 ®,_1 n Prin 
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Als GroBtwert findet man fiir » = 1 und fiir den Beulwert der Rechteckplatte vom 
Seitenverhaltnis ¢ 


1\2 
b= (e+) a) 
(s. beispielsweise Timoschenko!, 8. 149) die Mindeststeifigkeit erster Art 


®,_1 Pry 


min yy = — €- : 
¥Q D3 + Opa 


(31) 


wobei die Zeiger n = 1 weggelassen wurden. Diese Vereinfachung soll fiir die weitere 
Rechnung beibehalten werden. 


Beim Grenziibergang zum Plattenstreifen 7 —» co wird fiir endliche m, gemaB 
Gl. (29) 6 = 0. Weil dann fiir & gemi® Gl. (30) auch ©, = 0 wird, bilden wir 


2 (2 


1 2—k 
Peay Pa se = ae (1 — f2)¢ + ACT® Cy — poys (a + ry + 


(2—k 
e2 


+201 +66 +84 + (2— ee (1 — py] 4 2PS) 1 4 yp 


und 
=) 
e 


Dap + Oa spp = ae (1 +66? + 6) + 22S” 1 4 py ta, 


Mit 6 =0 und k gema8 Gl. (30) verschwinden beide Ausdriicke, wodurch min vq die 


unbestimmte Form annimmt. Deshalb wenden wir die Regel von De l’Hospital an. 


of Pa—pr Pa sol = — BL — ps + $F 8 ca — pry — 2 — 6) +89] + 


4 (2—k) 


+f [2 (3 + &) — (2— #1 — py] + 42S 8 


und 


4 [2 
8 [Pa—py + Pasar] = awe tae (8+ Ph) +2—h 


fiihren neuerlich auf = Erst die zweiten Ableitungen 


k) 


ee [Pap Pasay] = — ge (1 — BP LG — 6%) — 66] +S fA — pp 


—2(1— B) — 4 [0 — BY) — 26°]} + (61 +) — (2 — bP — 3p] + 


und 


oe 4 6 ; ; 
opr (Pape + Pasay] = ee |e (1 B?) 2 k 


geben die Mindeststeifigkeit des laingsgedriickten Plattenstreifens 


(2 —k) e® + [6 — (2 — k)® e4] — (2 — k) @ —2 
Be Ge rs © (2—k) e® + 6 4 


(32) 


mit k gemaB G1. (30). Wie schon gesagt, verbessert sich die Konvergenz der Naherungs- 
lésungen mit wachsender Plattenlinge. Der Grenzfall Gl. (32) liefert genaue Werte. 
Tab. 2 enthilt diese fiir verschiedene ¢, auBerdem die von Timoschenko! fiir eine 
und drei Quersteifen (r = 2 und r = 4) errechneten Steifigkeiten. In Abb. 2 sind 


die Werte der Tab. 2 aufgetragen. 


398 F. Pochop: 


Tabelle 2. Mindeststeifigkeiten 
der querversteiften Rechteck- 


720 * Sorte 
platte unter gleichmaBigem 
Druck. Werte fir r= 2 und r=4 
ue nach Timoschenko. 
100 min vQ 
‘ b p= 2 if pa 4 7 =0Co 
90 
0°15 101 118°4 
3 0°20 42°6 49°86 
0°25 12°75 27 25°42 
a 0°30 7°24 12°4 14°60 
0°35 4°42 17 
a 0°40 2°82 5:96 
MN 0°45 1°84 
N 50 0°50 1:29 2°85 
8 0°60 0°435 1°44 
a 0°707 0 | 
0°75 0°473 
1:00 0 
JO 
= MLL LLG ¢ 
ee 2 co 5. Die querversteifte lange Rechteck- 
wD platte unter Schubbeanspruchung. 
Die Anteile der Biegungsarbeit 
<0 Gi GW 60 G80 70 der Platte und der Quersteifen 


y3 wurden schon in Abschnitt 3, 

Abb. 2. Mindeststeifigkeiten der querversteiften Recht- Gl. (13) und Gl. (16), ermittelt. 

eckplatte unter gleichmaéBigem Druck. Fir die auBere Arbeit der Platte 

sind in Gl. (6) n,, = — ko,¢ (das 

Vorzeichen k6nnte auch positiv genommen werden, da der Beulwert dadurch 
nicht beeinfluBt wird) und n, = n, = 0 einzusetzen. Es wird dann 


Agri aa 
ab 
—ko,t =| \( Bi crac CARN Ee os" sin” =~ sin “ot cos 179) da dy. 
a Oo m n q : 
Wegen 
s 
\ sin — cos — dz=0O fir w=v und w+ v gerade, 
0 (33) 
2 
_ — aa fir w+ v ungerade 
ergibt sich 
Ap, = 2 4ko,t ey pe ~ 3 a fl nh ge (34) 


am = (pm) (? — @) 
m n a 


Dp 
Wir fassen nun Gl. (34) mit Gl. (18) und Gl. (16) zusammen. 


af te 
AU-= fis Ka a a OR ee 
m n 


Mn pq 
+4ko,t »S aa 22 (mm? — p®) (n? — gy AmnAna oF 5 
= Pp n 


ae 1 : 
tg ae ae cee JN a aoe 
s] n 


m 
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Unter Verwendung der Abkiirzungen Gl. (21) und 
16 


di ss ay k o8 (35) 
lautet die Minimalbedingung 
oAU see pq 
Ey ema ure Rm * An, ® 8 Darn = > > (m — p?) (n? — q) A gq + 
p 4@ 
nt Cy VW Mac: : © 
Se “mt Qo ame An 2 Snkaé;sinm x é;. (36) 
k j 


Die maBgebenden Glieder befinden sich, wie in Abschnitt 3 dargelegt wurde, in der 
Umgebung der Lingswellenzahl 7. Entsprechend Gl. (24) fiihren wir 


M=H=reym, p=Hr+p, 
und gemaB Gl. (35) 7’, mit ¢ anstatt «, ein. Und wir erhalten 


AU 
=0= Rk, +m, Boe ne oe 


Cre op M4, n 


4 Zn 73 “om V el (7 + P1) 4d 
- (r + my) ~ ° ey et (My, — Py) (27 + m, + P,) (rn? — g*) A, 4 p,¢ a7 
SL a @ A 
oe 
ni rs VW yr hag we. (F my) 2) 
ip a mg Peace eR ea (37) 
k j= 


Das System Gl. (37) zerfallt in zwei Gleichungssysteme mit geraden und mit 
ungeraden Zeigersummen m, + ” (vgl. etwa Timoschenko!, S. 156, fiir die unver- 
steifte Rechteckplatte). Gerechnet muf jeweils mit demjenigen werden, welches 
die gréBeren Stititzensteifigkeiten liefert. Tab. 3 zeigt das Gleichungssystem Gl. (37) 
fiir gerade m, +” neungliedrig aufgeschrieben. 

Der Ermittlung von Mindeststeifigkeiten legten Timoschenko! und Way die 
Beulwerte der allseitig frei drehbar gelagerten Rechteckplatte mit dem Seiten- 
verhaltnis « zugrunde. Da die unversteifte schubbelastete Rechteckplatte keine 
Kigenfunktion mit zu den Randern parallelen Knotenlinien besitzt, wodurch die erste 
der von Kromm? angegebenen Voraussetzungen nicht erfiillt ist, kann es sich nicht 
um Mindeststeifigkeiten erster Art handeln. Fir diese den Beulwerten der an allen 
Randern gelenkig gelagerten Platte entsprechenden Stiitzensteifigkeiten fiihrte 
Chwalla'® den Begriff der Mindeststeifigkeiten dritter Art ein. 


6. Der Grenzfall des Plattenstreifens. 
Entwicklung und Auswertung der Beulbedingung. 


Wir fiithren zunachst in GI. (37) entsprechend Gl. (29) 


my 


pa, eee 


Wf 
ein. Dann wird 


aAU 
aA =) => tae yi, + my, n ts 
r+m, n 
2n Pe eal ites 
as ep eS DS wip OF B+ Oa Arta + 
Pity ot Gg ay 
Se lessee: 
4 Agar, sb Bin (1 
Her ae eS. sm , in ( + B) x 


| 12 Weay: 2. Kongr. d. Int. Ver. f. Br. Hochb., Berlin 1936, SchluBbericht 8S. 628. 
13 Chwalla: Stahlbau 84 (1944). 
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Tabelle 3. Gleichungssystem Gl. (37) fiir m, +” gerade 


Aya 4,-1.3 4,45 Ane 
PY (ee ere eh ee ELS ee 
AU Up We ee re Te 
‘ae, ae i 7 3@r—)(r—1 
OA 4 1 + 2 (r — 1) SQe 
oAU By aa + 1274 Te 
mes 81 rt Reet eee 
0A, _1,3 2 (r—1)* SQe 5(2r 1) (r ) 
oAU ees 20 rt Te 
= (0) = r == = = : 
0A,_1;5 Tg pa eee" | 21(2r—1)(r—1) 
0AU _ 9 4(r—1)T. |. 12(r7—1) Te | 20 (r—1) Te a 
ROAR A 3 (@r—1) B(2@r—1) 21 @r—1) r2 
Ae ie B(r—N) Te |, 24-—NTe | 407 —1) Te 
Ge ree eae S16 @rean 7(2r—1) 9 (2r — 1) 
COU oe oe (r—N% | , 4-1) 60 (r — 1) Te 
FA eS 4a Pes ee 3(2r—1) ira? = 
aAU é pres arts 
BA, Ch esi Ditters 3Q@r+]) (+1) 
eAU 81 rt 12 r! T. 
-= — see EE Re eS FS. 
a Dor + 1 Se + 3@rt)e+ip 
aAU ‘- ap rise cog | 20a ve 
oy Wea age . po Er. i 21 (27+1) (r+) 


Der Grenziibergang r — co bringt fiir den i nschah 5 Plattenstreifen 


oAU 
OA, smn ae Ay + myn tat ee Ser gy Art eva + 
7 r+ Py, @ 
=F “a See (Ay + m,n ee Pea abs (38) 
mit 
Ly = (1 +n? 2). (39) 


Das Gleichungssystem Gl. (38) stimmt, wenn man von der unterschiedlichen 
Bezeichnung absieht, bis auf die neu hinzutretenden Steifenglieder mit dem von 
Seydel®, 8. 173, fiir den unversteiften Plattenstreifen angegebenen iiberein. Es zer- 


fallt ebenso wie das der Rechteckplatte Gl. (37) in zwei Systeme, von denen Tab. 4 — 


das mit geraden Summen m, + » fiir die Zeiger r — 2 bis r + 2 in der Lingsrichtung 
und » = 1 bis 5 in der Querrichtung zehngliedrig aufgezeichnet enthalt. 

Die Aufloésung der Beulbedingung vereinfacht sich wesentlich, wenn man die 
Symmetrie- und Antimetrieeigenschaften der Biegungsflaiche 


r+imngn = Ayoim,n Tit gerade jn, 


A 


ri+ma=—4,m,, Tir ungerade % 
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(querversteifte Rechteckplatte unter Schubbeanspruchung). 


eee purer erm ae 
Ag Ane Anas 4p 41,3 : Ao 44,5 
8 r4 Ts 12 r4 4a r4 = 
T15@r—N(r—1)5) 1 35 r—Hwro| ae iy Se 
ie 24 rt ih ce 4 yt bf ab 81 rt 
7(2r—1N)(r—1)8|° 3Q@r—]l@r—1 oe ee 
peewee ny | 3 doe 625 4 
9 (2r—1)(r—1)8| * 11 (2r—1) (P71) ee eS hi 
| ee SC ea pclae ee: 20 (r + 1) Ts 
| 3(@Qr4+1) BQrtl) | ° Werep 
- 8 (r +1) Ts 24 (r + 1) Te 40 (r + 1) Te 
r4 | 1sQr +1) eri) | teed) 
R Eee ites! ae bate GW. OO say 2 
| *r6 35 (2r + 1) 3(@r41) Il @r 41) 
S rt T- | 12 7r4 Te Regu t 
16 (@r+l)r+))| 36(@r+1)(r+ip| + 
Br+He+Is Art H+ +5" Soe 
24rtTs | 4rt T at Ht 
‘ vs 
ee a | 3 (2r+1)(r+1)8 = 20 + 1 Sge 
ip 40 rt Ts 60 r4 T's nae * 
Tp olka ; i 


beachtet. Im Falle der zehngliedrigen Determinante Tab. 4 ist tiberdies 

A,, = — 3 A, _ 2,25 A,,z= see 3A, 9,4, 
wodurch sich schlieBlich die viergliedrige Determinante Tab. 4a ergibt. Auf diese 
Weise ist es méglich, unter Beriicksichtigung von verhaltnismaBig vielen Amplituden- 


gliedern gute Naherungslosungen zu erhalten. Wir geben nur einige der von uns 
ausgewerteten angenaherten Beulbedingungen an und beginnen bei der einfachsten, 


aus drei Gliedern mit m, = — 1 bis +1, nm = 1, 2 gewonnenen 
8 
L,8q,.— 5 T?+L,1,= 9. (40a) 
Fir fiinf Glieder mit m, = — 2 bis + 2, n = 1, 2 ist 
88 
L, S89. — 4, 72+ L,L,= 9, (40b) 
fiir sieben Glieder mit m, = — 2 bis +2, n= 1 bis 3 


81 L, So 2 oF Te eee Ed T.,) L,| aie. 


1 1 ane ae 
— 88 ia Ly + ain Te + Ly L, Ls = 9, (40¢) 
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Tabelle 4. Gleichungssystem Gl. (38) fur m, +7” gerade 


RT 


Ay — 9,9 | rey | 4y—1,1 | Ap —1,3 
Be 8 See | ae fete : 
: a ve sis x eae Fe Te | =. Te | 
aa | one Teal Teas . . 
| oe T's | a Ts 
ae | ee 
Se T's | as — 3800 - | 
ee | Js Vs | Se 
— 88Qe Ts Lae r. 
| 128 See | Sen | poe 


Tabelle 4a. Vereinfachte zehngliedrige Determinante der Tab. 4 (querversteifter 
Plattenstreifen unter Schubbeanspruchung). 


; | A, — 2,9 Ay — 2,4 Ay 4,1 4r—1,3 
oAU 4 4 
Py ie 22g is 
_ OAp_ 2,2 . i NLS ee ae ice ‘5 oh 
oAU 8 8 
0 % ep = 
Pema) c= oes a ie 
oAU 22 44 
aes pal a ee 
OAy 31 ie 9 i th age as SO feb 
AU 22 44 | 
0 beaks eee |. Je + Sioa 
DANEY deus wi ks a | \c ek ae 


Tabelle 5. Angenaiherte Mindeststeifigkeiten des querversteiften Plattenstreifens 
unter Schubbeanspruchung. 


Beriicksichtigte Gliederzahl 


, ae 3 Pee 5 E 7 ee | eee | “helvis 
m, =—1bis + 1m, =—2 bis + 2m, =—2 bis + 2)m, =—3 bis + 3m, =—2 bis + 2), =—2bis + 2 
n = 1,2 n= 1,2 n= 1bis3 n= 1bis3 n=l1bis4 | n=1bis6 

0-4 38°75 3122 | Paros 

0°5 25°88 13:20) Ve 2o26s 25°09 Dosa al 25°60 25°70 
0°6 18°67 10°49 | | | 14°92 

0°75 13:27 5°32 | sent) 

1:0 9°35 2°08 2°99 306) 3°31 3°31 3°32 
1°25 7°76 0°933 12 
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(querversteifter Plattenstreifen unter Schubbeanspruchung). 
pe 


Aye | Ay 4 . Apa Ay 4 1,3 | Ay 499 | Ay 424 
| 
| 2 2 | a 
=m Ts Le fis —8SQe 
we etrs Sealer. ee 
oe iy Ts ae ens T's | 7 128 SQe 
2 + 1 ares ust) ; 2 ers cual 
a Ak oe T's —z See to Ps + gg Ps 
6 1 : Si | 2 Rees eae 
—_g Ts +a Ps | 5 SQe | —F U AP est 
2 6 by ee 
Ly | ae Tr, art Ds 
4 12 : - 
DL ee ach 
| 4 7 eee ine 
2 4 1 Hi Bigs’ ar: 4 = 
| —o fs 15 T's L, + > SQe +3 Te + 75 Ze 
12 | 81 1€ 6 . 2 
+ a T's 2 ae, Ts | ISe + 5) SQe rans T's 4+ — Ts 
=e Deiat. rae * 
its: Ts re Ts (ORS = 8 SQe 
4 | j ; z 
tag Ts | pean | LT, +128 89: 


Tabelle 6. Mindeststeifigkeiten 


der querversteiften Rechteck- 
platte unter Schubbeanspru- 40 
chung. Werte fir r = 2 nach Timo- 
schenko und fiir 7 = 3 nach Way. 
30 
min y a 
a ee fae Cag pe 
ee a VAT LL Lt 
0°33 40 ' 
0-4 27°6 44°3 10 
0°5 15°0 16°95 25°7 
0°6 9°96 15°0 
0°67 72 0 
0°75 4:35 | 7:8 ) G25 50, 4% 100 125 
0°83 3°5 ea 
10 TGGre ye ee 3°32 Abb. 3. Mindeststeifigkeiten der querversteiften Recht- 
1°25 1°72 eckplatte unter Schubbeanspruchung. 
fiir zehn Glieder mit m,— — 2 bis + 2, n= 1 bis 4 
176 / 148 P 31719424 
4 , 1 4 1 
— 88 ($5 Dy Ly + 55 La Ls + pug Eales + ay ls L,) T2 + Ly Ly D,D,=0 (40d) 


uSW. 
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Die aus den Beulbedingungen Gl. (40) mit den Beulwerten der allseitig gelenkig 
gelagerten Rechteckplatte unter Schubbelastung, welche z. B. bei Hartmann’, 
S. 202, Abb. 183, entnommen werden kénnen, errechneten Mindeststeifigkeiten dritter 
Art sind in Tab. 5 iibersichtlich zusammengefaBt. Das System Gl. (38) mit un- 
geraden Zeigersummen m, + 7 liefert kleinere Werte, welche daher nicht maBgebend 
sind. Abb. 3 zeigt zusammen mit den Mindeststeifigkeiten, welche Timoschenko' und 
Way? — dieser allerdings weniger genau — fiir die einfach und zweifach ausgesteifte 
Rechteckplatte (r = 2 und r = 3) ermittelten, diejenigen des querversteiften Platten- 


streifens aufgetragen. 
(Eingegangen am 15. April 1952.) 


Zur Theorie der durchlaufenden Fundamentplatten und Pilzdecken 
mit rechteckigen Last- oder Stiitzflachen. 


Von W. Miiller, Miinchen. 
Mit 8 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Auf dem Wege der Umformung der Leweschen Doppelreihen wird die 
Durchbiegung der durchgehenden rechteckigen Fundamentplatten auf elastischer Unterlage 
und der Pilzdecken unter der Voraussetzung berechnet, da die Last- oder Stiitzflachen recht- 
eckige Form. Der Pilzdeckenfall leitet sich durch einen Grenziibergang aus dem Fall der 
Fundamentplatte her. In den Ansatzen ist eine groBe Zahl von Sonderfallen enthalten, von 
denen einige kurz besprochen werden. 


Summary. By the way of transforming the Lewe double series the deflexion of the continuous 
rectangular foundation plates on an elastic basis and of the flat slab floors is computed and 
ascertained on the assumption that the load- or supporting faces are of rectangular shape. The 
ease of the flat slab floor represents a limit transition in respect to the ease of the foundation 
plate. The formulae developed cover a great number of special cases of which a few are shortly 
discussed. 


Résumé. Par la voie de la transformation des séries doubles de Lewe la flexion des plaques 
continues, rectangulaires de fondation & appui élastique et des dalles champignons est établie 
sous la supposition que les surfaces de charge ou d’appui aient une forme rectangulaire. Le cas 
de la dalle champignon représente une transition limite de la plaque de fondation. Les formules 
comprennent un grand nombre de cas spéciaux dont plusieurs font Vobjet d’une discussion 
détaillée. 


1. Einleitung. Wir gehen in der vorliegenden Untersuchung aus von einer un- 
endlich ausgedehnten Fundamentplatte mit einem regelmiBigen orthogonalen Saulen- 
gitter mit den periodischen Abstanden 2 a und 2 b zwischen den Siulenmittelpunkten. 
wahrend der rechteckige Grundquerschnitt einer nach den Hauptrichtungen orientierten 
Saule die Seiten 2a a und 2a 8 besitzen mége (Abb. 1). Wenn wir zuniichst eine 
elastisch nachgiebige Unterlage und eine Reaktionskraft annehmen, die der Durch- 
biegung w proportional ist, so lautet die grundlegende Differentialgleichung des Problems 


e2 e2 \2 p 
da + a} w [Aw = N°? (1) 


AAw + Liw = ( 


ziffer und p (kg/cm?) die auf die Flicheneinheit bezogene DruckgréBe bedeuten. 
Als Ausgangspunkt unserer Betrachtung benutzen wir die allgemeine, nach der 
Navier-Fourierschen Methode von V. Lewe! abgeleiteten Reihen. Wenn wir — 
um diese Methode zu skizzieren — den Ursprung der Koordinaten in den Mittelpunkt 


1 V. Lewe: Bau-Ing. 1, 6, 31, 37 (1920); 8, 111, 314, 344 (1922); 4, 453 (1923), 
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eines Saulenquerschnittes und die Achsen den Gitterrichtungen parallel legen, so 
1aBt sich die Druckfunktion im Falle der Fundamentplatte in die Form 


P(x y) = gf (x) g (y) (2) 
setzen, wo f und g durch die Reihenansitze 


1 é 7 
(2) =z a+ 2/ dy cosmn =; gly)=sbo + S'b,cosmae (3) 
dargestellt sein mégen, wihrend im Falle der Pilzdecke die Druckfunktion die Form 
P (XY) = Po — af (x) g (y) (2a) 


haben wird, wobei aus Gleichgewichtsgriinden p,ab = qa? « B ist. 


Abb. 1. Fundamentplatte. Abb. 2. Pilzdecke. 


Wenn man die Koeffizienten a, @,, 69,6, durch die bekannten Fourierschen 
Integrale bestimmt und dabei beachtet, da f (2) und g (y) innerhalb einer Lastfliche 
gleich Eins zu setzen sind, auBerhalb dagegen verschwinden, so erhalt man die Werte 


“ 


Geo 2 a) 7 = ani 
und damit fiir p (x y) eine Summe zweier einfacher Reihen und einer Doppelreihe. 
Macht man einen entsprechenden Ansatz fiir die Durchbiegung w mit unbestimmten 
Koeffizienten, so lassen sich die Koeffizienten leicht durch Vergleich beider Seiten 
der Gleichung ermitteln. Es ergibt sich dabei schlieBlich mit <. é; ; = A : ag A 


a 
folgende Reihe fiir die Durchbiegung w, wenn wir noch eine Konstante w, hinzufiigen: 


= : . —~y Nt ta 
2qb* JB sinmaacosma é A A 


ates 2 NN | A Je AAO ey x Tet LUE BI 


vr sinm x a cosm x §sinn x5 cosn xt | 


a 2> maw mn {[(n x)? + (ma APP + (Lb)*} | = Wy + Wy + We + Ws = 
idjoly a oot fe F 2F, (En)\ 5 
HS Wate ay 7 #1 (§) + & 2 (4) + a (Fm)y- (5) 

Fiir die freie Pilzdecke (Abb. 2) erhalten wir dagegen mit Umkehr der Krafte 
ed eh es (oF, (é) + oF, (n) + 2F, (En)}. (6) 


L=0 


4.06 W. Miiller : 


Unsere Aufgabe wird darin bestehen, die Reihen teilweise in geschlossene Aus- 
driicke bzw. die letzte Doppelreihe in eine einfache Reihe umzuformen. Zur Kontrolle 
der Rechnung scheint es zweckmaBig, den Fall der Pilz- 
G: sag ie ae ee decke jedenfalls in der Hauptsache durch den Grenz- 
Gk peere 7-4) iibergang L +0 abzuleiten, der mathematisch keine 
AZ, ---=----------- Schwierigkeiten bietet?. 

| 

| 

| 


I. Die Fundamentplatte. 
2. Umwandlung des Leweschen Ansatzes 


| 
| 
| 
| 
| 
PRS a ae Oy recent) 
Le tae ee es fiir das Gebiet I: (8 <y7 <2A— 6, vgl. Abb. 3). 
4 Wir betrachten zunichst die auf den Index n sich 
beziehende, in dem letzten Ausdruck (5) vorkommende 


Abb.3. Gebietseinteilungfiirdie Reihe und schreiben unter der vorstehend erwihnten 
Berechnung der Biegeflache. Voraussetzung 


Nm NI 


se f i we: iar See gre eH 
coe war (EE) Fan mae EY 


sin n 7 te cos n 1 He sin 


(4) 


Den Klammerausdruck zerlegen wir in zwei Faktoren (n? + w?) (n? + w’?), indem 
wir folgende, teilweise komplexe GréBen einfithren: 


Ode EN ae! Wd ae OORT k=|/1 +i(Ze), W=\/1—s(24V, 
La \4 
RARER, We dren pa aware eh? =1 +(e), 
h sidk Sok tna NN pert Agee (8) 
rm \ (V+ (Z2h-1), = $V Es -4), 
Vas tel Ona i+ (2) > Vige One eG 2m Om = (=<)' 


Die weitere Umgestaltung der Summe S geschieht mit Hilfe einiger Formeln, die 
aus der bei Kneser*® vorkommenden Formel 


cosn(t—@O) _ | a Vo} w © 
Dua meow 2e2 : 2 Sin wx at ae ee ae (9) 
n 


sich ableiten lassen. Integrieren wir nimlich auf beiden Seiten nach der Variablen O 
von @ bis z, so ergibt sich die weitere fiir uns wichtige Reihenbeziehung 


7 Sinn (7 — @) 1 ( Tene | 


lat (M2 + ww?) ~~ Dw? Gin w x 
n 


(10) 


* Aus der reichhaltigen Literatur geben wir nur folgende Auswahl: A. Nadai: Die elastischen 
Platten. Berlin. 1925. — K. Girkmann: Flichentragwerke. Wien. 1948. — S. Timoshenko: 
Theory of Plates and Shells. New York u. London. 1940. — 8. Iguchi: Eine Lésung fiir die 
Berechnung der biegsamen rechteckigen Platten. Berlin. 1933. — F. Télke: Uber Spannungs- 


zustiinde in diinnen Rechtecksplatten. Ingenieur-Arch. 5, 187 (1934). — K. Hayashi: Zur 
Theorie des Tragers auf elastischer Unterlage. Berlin. 1921. — F. Schleicher: Zur Theorie 
der Fundamente. Z. Beton u. Hisen 26, H. 23 (1927). — W. Westergaard: Ingenioren 82, 


Nr. 42 (1932), Kobenhavn. — H. Aichinger-Hinterhofer: Beitrag zum Problem der elastisch 
gebetteten Platte unter doppelt symmetrischer Streifenlast mit Beriicksichtigung von unvoll- 
kommenen Randeinspannungen. Diss. Aachen, 1950. — V.Lewe: Pilzdecken und andere 
tragerlose Eisenbetonplatten, 2. Aufl. Berlin. 1926. — K. Grein: Pilzdecken. Berlin. 1948. 

® A. Kneser: Die Integralgleichungen und ihre Anwendungen in der mathematischen Physik, 
8S. 148. Braunschweig. 1911. 


ie & Wiel 
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Haben wir dagegen im Nenner ein Produkt von der oben eingefiihrten Art (n2 + Ww) 
‘(n® + w'*), so 1laBt sich die entsprechende Beziehung durch Partialbruchzerlegung in 
folgender Weise auf (9) zuriickfiihren: 


; sin n (7 — 0) aie 1 G3 a cee 1 1 
wae 1 (Nn? + Ww?) (n? + 2) wo? — w”? Pe A ae Kc 0) Gates Bs cael (11) 


n 


" es baw. = (7 — B) und benutzen die 


unter (8) angegebenen Beziehungen, so entsteht folgende, fiir B <1 <24— f ver- 
wertbare Umrechnungsformel 


Ersetzen wir jetzt n(x — 0) durch na 


ei Ney oes fb r —ntb  Sink'ma(A—n— 8) 
~ 4(m At (k2— k’2) R72 | i Sink’ maa | 
pate, Oe | Sik ma (A= _ — 8) | gh ot 8 Sit kite (Ae a B) 
ke? A Sink mad ‘2 A Gin k’ max a i 
1 n—B _ Sukma(A—nt+ PN 
+ a 1 A Sink maa jig (12) 


Wenn wir zunichst die auBerhalb der Gin-Quotienten stehenden Glieder in der ge- 
schweiften Klammer beriicksichtigen, so erhalten wir 


B I foe B mt 


a) Tv 4 
a 2A (mAyReek? ~~ —— 2A (madt+ (Loy * (13) 


Damit entsteht aber folgende, auf diese Glieder bezogene einfache Reihe 


—2qb* B we sinmaacosmné 

N Aw am([(ma djft + (L6)4]’ 

die entgegengesetzt gleich ist der ersten in (5) dargestellten Reihe. Da sich beide 
Reihen daher aufheben, so bleibt von der Doppelreihe nur der Teil tibrig, der von 


den Sin-Quotienten heriihrt. Benutzen wir 


Sink’ ma (A — n — B) — Sink’ ma (A — 4 +8) = 


14 
= — 2C0f (7m — 6 8,,) mx (2 — 7) Si (yp — 1 9y,) mB ve 
und die entsprechende, fiir k = y,, + 7 6,, giltige Formel, so ergibt sich nach Trennung 
des Reellen und Imaginiren der Wert von S, in folgender Form: 

@4[Gim (1) Im (B) + Hm (7) him (B) 12 Ym Om + Gn (7) Rm (B) meee (7) Im (B)} 
ts ee ee aa (15) 


2 La La \* 
‘ 4)4 cote Spi 2 a 2 be 
2 (m A) | ft + (2) | Go Ym mm 4 — cos 2 6,,m x A) 


und damit nach Hinzufiigung der Konstanten und der von m abhangigen Faktoren 
als Summe iiber m in der Gestalt: 


2qa Ly Sin Mm 7a COS ™M 1 E{ [Gin() Im\B) i FL (1) hm(B) | 2 Ym Om Ginn) hm(B) —Hm(n) Im\B) j 
F / 4 
= ao (=) | (of 2 y,, m a A — cos 2 6,, ma A) 
d 4 


| 


(x m)8 


™m 


(16) 
wo die vorkommenden Funktionen G,,, H,,, 9m; 4m folgende Bedeutung haben: 
Gn (qn) = Co} ¥mm x (2A — y) sin by», mx + sin 6, m x (2A — H) Co] Ym mn, 
Hm (n) = Sin ym mx (2A — y) cos 6, mx + 608 6, ma (24 — 4) Sin yy may, ¢ (17) 
Gm (B) =Cofymmapsind, mxB; hy (B)= Sry, mx B cos 6, m x B. | 


Wie zu erwarten ist, gehen die Funktionen G,, und 7, in sich selbst tiber, wenn man 7 
durch 2/4 — 7 ersetzt. 


’ 
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b) Die Reihe w,. Die noch iibrig bleibende -Reihe laBt sich aus dem Ausdruck S 
1 ; 
ableiten, wenn man k? = i, kh’? = — i, also kh? hk’? = 1; yy = Om = ie setzt und fiir 
die jetzt als konstant zu bewertende Grée mad den Wert L 6 einfihrt. 


Dann ergibt sich 
2 NEF | Gf V2 (Lb) — cos J2(Lb) 4 |’ 


wo folgende Abkiirzungen eingefiihrt sind: 


La 1 oo an ite? 
Gy (n) = Coj = (24 — n) sin re 7 + sin (24 — 9) Gof 2S iF UP 
H, (n) = Gin 12 One n) cos —— i ny + cos —— ie 2 (29 = n) Sin 1F , (19) 
La LENG: La 
9v(B) ss Gof y2 B sm y2 B; h,(B) = Sin =2 y2 “ B cos ~ yz = B. 


Fir diese Funktionen gelten dieselben Bemerkungen wie fiir G,, und H,,; w, ist eine 
von x unabhingige partikulire Lésung, die einem der x-Richtung parallelen Platten- 
streifen von der Breite 2b entspricht, der beiderseits als eingespannt zu gelten hat 
und lings zweier Streifen von der Breite 6 a belastet ist. Die gesamte Durchbiegung 
1aBt sich daher in der Form 

Wy, = Wy, + We. + Ws 


anschreiben, wo die Konstante w, so bestimmt werden kann, daB etwa im Mittelpunkt 
der Lastflachen w = 0 wird. 


3. Durchbiegung im Gebiet II und II’ (|y| <6 bzw. |2 4 — | <8, |é| > a). 


a) Beschaftigen wir uns zundchst mit der Reihe w,, so haben wir in diesem Fall 
auszugehen von der Summe 


1 sinnn +P 4 sinng S40 
ae oy n(n? + w2) (n? +o?) ? (20) 
si b\2 .(/Lb\2 u 
wo jetzt w?=1 ) ,o 2% = —4 (=) za setzen ist. Nach der Formel (10) ergibt 


sich dann durch eine mit der friiheren ihnliche Umformung 


Sin 2 (1 + #) (A —) Gof SECA 
oa ett Iya 
om OY. ‘ Sia ee aed 
\2 | 
eG La ‘ 
Sin ya (1 — 72) (A— B) Cole (1— 7) 
= SE A ereccsooree . (21) 
Sin yr (1 —?) 
Nach Trennung des Reellen und Imaginiiren und Hinzufiigung des Faktors = eal 
erhalt man nach einer leichten Rechnung i 
sal q&_ | Py (B) Pp (n) + Q (B) % (n) 
Me — WF [Go Ye i) — oe PULA) ET . 


wo die Konstante aus Griinden des stetigen Uberganges zwischen I und IT an der 
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Grenze 7 = B beibehalten wurde. Dabei haben die auftretenden Funktionen folgende 
Bedeutung: 


2a) = i Sa iu a eee 
Qs (8) = eye (24 — f) sin 7 6 — sin i (24 — p) Gin 7 oa (23) 
Ps (n) = Coj ~£ n cos ~* a(n) = Sin = ysin 2% 


a OE 
Po (y) und q (ny) sind gerade Funktionen. 


2 y2 


b) Umformung der Doppelreihe. Benutzen wir wieder die Form (20), so 
erhalten wir nach dem oben angegebenen Verfahren mit Hilfe der Formel (10) bei 
Benutzung der unter (8) zusammengestellten Beziehungen: 

ee. 7 Wah ' B 
S= 3 (m 2)* (k? — k’2) k? kh’? \ (e k'®) (1 = ra ath 
_ [k? Sink ma (A—B) Gof kmay k? Gin kh’ m a (A— B) Cof kh’ man 
_ Sink mad oe Sin k’ ma A oo |}. 
Nach Einsetzung von k= y, +76, und k’=y,—i6, und Entwicklung der 
Funktionen ergibt sich der von 7 abhingige Teil 


ce 2qa* sin m 7% « cos m a E 
3 N Lx ) mf. + (22) ; 
ab 


Pm (B) Im (nN) — Om (B) Pm (1) = 2 Vin Om [Pm a Pm (nN) + Qm (B) Im (n)] (25) 
. Cof 2y,,m az A—cos26,maA ; 


(24) 


wo in leichtverstandlicher Verallgemeinerung 
P» (B) = Goj ym ma (2 A — B) cos 6,, mx B — cos 6, mx (2A — B)Cof yn mx B; 
On (8) = Siny,, ma (2A — B) sin 6,, mx B — sin 6, mx(2A— B)Siny, maB; (25) 
Pm (]) = SO] Ym MH COS Om MAN; — Im () = Sin 7m MH SiN 6, M 7H 


zu setzen ist. AuBerdem tritt bei Beriicksichtigung der konstanten Glieder in S noch 
die Summe auf: 


2 q b4 B sinm a « cosm a & : 
N (1 1 na ieee + (L b)4]° oy) 


m 


B 


Da der mit > multiplizierte Teil der ersten Reihe w, entgegengesetzt gleich ist, so 
bleibt noch folgender Summenausdruck iibrig: 


= alah sin mM % ~ COSm mE (27) 
Ss ea eas m xa [(max A)* + (Lb)4]? i 
m 


auf den wir gleich zuriickkommen werden. In dem um 26 abstehenden Streifen I 
(|2 4 — n| <8) findet man die zugehérigen Ausdriicke fiir w, und w,; dadurch, dah 
man in (w,);; und (w;);, die Variable 7 durch 2 4 — » ersetzt. 


4. Unterscheidung von II und III. Die Behandlung der Reihe (27) nach 
dem mehrfach angewendeten Verfahren ergibt nun zwei verschiedene Ergebnisse, 
je nachdem der Punkt auferhalb oder innerhalb der Lastflachen gelegen ist (|§| > « 
baw. <«). Fiir die Summe erhalt man im ersten Fall, das hei8t in I, wenn man auf 


(m? + w) (m? + 0”) 


CPI aa (§ + «) — sin m x (§ — «) 


Ingenieur-Archiv VI, 5. 29 


410 W. Miiller: 


mit w? = (=e) = 4 (=* al die grundlegende Formel (10) anwendet, 


nm { Gof on (1— &) Sinoma 
4 (Lb)! | Sin w x 


Cof wo’ a (1— £) Sn w’ rz a& 
Sin w’ x 


gee " \ 4 konst. (28) 


und die Ausrechnung ergibt dann mit Einschlu8 der Konstanten 


a 1 Ga (€) Ga (%) + Ha (&) Pa (&) 29 
1 "WN tae — cos V2 (La) — a4, ee 
bie L L ) 
oo BOG! : a a 
G (&) — ope iF é) a é -- roe 8 (2 = &) oj yz - | 
A ll; 
dl (6) = Sin“ iF — &) cos—— 7 zfs + cos —=— we — &) Sin &} (30) 
La 
ga (0) = Gof 7S asin ake he, (ae). = Sin iz & C08 —— ie x | 
zu setzen ist. Im Gebiet III (|é| < a) ergibt sich, wenn man von der Form 
sin mz (€ + «) + sinma (a — &) 
See nae a 
ausgeht, nach dem iiblichen Verfahren 
al wel LE q Pa (a) Pg (§&) + Oa (&) Ga (§) 
oe N I* Pea 2 (La) ut x)! oo 


wahrend die Ausdriicke fiir w, und w, dieselben bleiben wie im Gebiet II. Fir die 
weiteren, um die Periodenlingen 2 a und 26 von III abstehenden Gebiete III’, IIT”, 
IIl’” gelten ganz aibnliche Bemerkungen wie fiir das Gebiet II’. 

Zwischen den eingefiithrten Funktionen bestehen verschiedene, leicht herzuleitende 
Beziehungen, die zur tibersichtlichen Gestaltung der Ausdriicke fiir w beitragen k6nnen. 
Insbesondere kann man alle vorkommenden Funktionen, z. B. die Verbindungen 
von G, H, g, h auf P und Q zuriickfiihren. Um die drei verschiedenen Funktionsarten, 
z. B. Gn, G, und G,, zusammenzufassen, werden wir die Indizes einfach weglassen. 
Dann ergeben sich z. B. mit der Variablen & die Gleichungen 


A (Eo) =@ (Eg (a) + H (Eh (x) = > [P(E — 0) — P(E + a)], | 
B(x £) = P(x) p(é) +Q(a)q(8) = 4 [P(a +8) + P(a—24)] : we 
und die entsprechenden bei Vertauschung von € und «. Ebenso wird 
C (Ex) =G (h(a) —H (8) g(a) = + [QE — a) — Q (E+ a)], 
D (Ea) = P(é)q(a) —Q(6)p(«) = — 4 [Q( — a) +O + «)]. 


(33) 


5. Zusammenfassung. Wenn wir noch der Einfachheit halber 


Z, = Gof //2 (La) — cos //2 (La); 
Z, = Gof |/2 (Lb) — cos 2 (Lb); 
Lm = Co} 2 ymax A— cos26,,maa 


einfiihren, so erhalten wir daher im ganzen fiir die Durchbiegung in den Haupt- 
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gebieten folgende Ausdriicke, bei denen die sich ergebenden Konstanten hinzugefiigt 
sind, um dem stetigen Ubergang an den Grenzen is = a und 7 = P gerecht zu werden. 


1m — p)—P 


4 aa sin m xo cosma€ { [Pm (1—B)— Pm (n+ B12 ¥m bm + Pm (1—B)—Qm (0+ B) 
NL? 
eres m)3 p+ (2s))' 


\; 
Zin J 
(34a) 


Abb. 4. Darstellung der Funktion oS 
1p ce —P, E+ 
Wy = Wo 4 wr| ( oS ( a) = «|— 
_ _g% [Py (B +n) + Py(B—1) NOH DZ oltstes) 
N L4 2Z, A NL? lacie ee 
Pa (a + &) + Py (a — §) 
Wirt = Wo in| * TZ, a4 " 
qa jes i) Py PH) ig “| vi sinmaacosmna€é | 
NL 2Z A NL? La 
i mw (0 my f+ (22) 
es (B + 1) + Qm (B—=1) + 2 ¥m Om [Pm (B+) + Pm (B— 1) \ (34) 


Um zu zeigen, daB die w-Funktionen mit ihren ersten Ableitungen an den Uber- 
gangsstellen € = « und 7 = f einen stetigen Verlauf haben, geben wir noch einige 
Formeln an, die sich aus den Gl. (32), (33) unmittelbar ergeben: 


Ag (Eo) + By (a8) = pe (6 — 4) [Gof V2(La) —cos/2(La)}, | gn, 
C, (& x) — Dy («£) = — da (E — a) [Gof /2(La) — cosV2(La)]. J 


29* 
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Fir = « wird p, (0) = 1 und gq, (0) = 0. Entsprechende Formeln gelten fiir A,, 
B,, Am und By. 

Fir die Transformation auf die Mitte des Periodenrechteckes gelten noch folgende 
Formeln: 


G, (1 srles &) Ja (x) +H,(1 aS é) hy (x) =e [Pe =F o) Da (&) +@,(1 =f ) Ga (€)], \ (36a) 
Gi, (1 + £) ha (x) — Ha (1 + 8) ga () = — [Qu (1 +) Pa (6) — Pa (1 + #) da (E)1- J 
P(t+8=— P=; 00 +4) =—Q(1— 2). usw. (36b) 


P(é) Gof x (2 — &) cos x’  — cos #’(2 — &) Gof xE 
- of 2% — ocs 2x’ 


ist in den Abb. 4 und 5 fiir einige 


und. 


Der Verlauf der Funktionen 
Q(é) Gin « (2 — ) sin x’ € — sin x’(2 — &) Gin x & 
Z ia Z 


Werte von x und x veranschaulicht. 


Wir miissen in diesem Zusammenhang darauf verzichten, auf die weiteren Folgerun- 
gen aus unseren Ansa&tzen, namentlich in Beziehung auf die Ermittlung der Momente 


Q(é) Abb. 6. Sonderfall der Streifen- 
in belastung. 


Abb. 5. Darstellung der Funktion 


und der Spannungen, und auf die vielen Sonderfalle ausfiihrlicher einzugehen, die 
sich durch geeignete Wahl der vorkommenden Konstanten aus den allgemeinen 
Formeln meist ohne groBere Schwierigkeiten ableiten lassen, z. B. die an anderer 
Stelle behandelten Falle der Belastung durch Einzelkriifte. 

Nur ganz kurz sei etwa der Fall einer Belastung auf aiquidistanten Streifen parallel 
der w-Achse hervorgehoben, der durch « = 1 bestimmt ist (vgl. Abb. 6). Dann 
bleiben nur die Gebiete I auBerhalb und IIT innerhalb der Streifen iibrig. Man sieht, 
da die Reihen w; wegen (36b) verschwinden und ebenso nach (36) das zweite 
Glied w, in dem Ausdruck fiir w;,;;. Es bleibt also 


Py (n — 6) —P. 
Wy = Wo Hi rar : " ze Zz, s £ wt cans a ’ 


q = (6 + 7) tah: (6 are n) 


5 (37) 
ts aaa Ra 2D, Ty ab tes 


Man weist leicht nach, daB (wy)g = (ws), ist. 


Ferner soll uns noch kurz der technisch wichtige Pilzdeckenfall beschiftigen, 


weil der hierzu bendtigte Grenziibergang auch zur Bestiitigung der Rechnung gréBeres 
Interesse beanspruchen kann. 


Durchlaufende Fundamentplatten und Pilzdecken mit rechteckigen Last- oder Stiitzflachen. 413 


Il. Der Fall der durchlaufenden Pilzdecke. 


6. Durchbiegung im Gebiet I. Der Fall der Pilzdecke* la8t sich aus den all- 
gemeinen Ansitzen fiir die Fundamentplatte dadurch ableiten, da’ man das Vor- 
zeichen der Krafte umkehrt und den Grenziibergang L —> 0 durchfiihrt. In Anpassung 
an die obenstehende Darstellung wollen wir dabei die Gebiete I, II und III besonders 
behandeln. Im Gebiet I kénnen wir uns auf die beiden Ausdriicke w, und w, beschranken. 
Der Grenziibergang ist ohne weiteres zu vollziehen, wenn man bemerkt, daB y,, = 1 
und 6,, = 0 wird. a) Setzt man zuniichst 6,, = 6 als klein voraus, so hebt sich in der 
Klammerfunktion des unter der Summe von w, stehenden Zihlers 2 6 heraus: 


a tien (1) 9m (B) + Hm (1) bm (B)] 2m Om + Gin (1) Fon (B) — Hm (1) 9m (B)} =. 
= 26{Sin mx Bp [ma AGoj man + may Sinma Sndma(A—n) + 
+ 2Sin mx AGoj max (A — n)] — map CojmaBSinmaaGofma(A—n)} (38) 


und wir erhalten daher wegen 2, bn = 2 6m = (2) die Biegungsfunktion 
gat sinm a «cosma & U,, (7) 
ws Nae Go eae te 


B m 
wobei 


U,» (yn) = Smaps (maxalojmayn + may SinmadaSinma(sA— 7) + 
+ 2 Sin m x ACoj ma (A — )] — ma Boj mx B Sinma ACoj ma (A — n) 
gesetzt ist. 

Um w, zu berechnen, kann man zwei Wege 
einschlagen, entweder den Grenztibergang L — 0 
an dem Ausdruck (18) vornehmen oder auf die 
urspriingliche zweite Lewesche Reihe mit L = 0 
zurickgehen. 

Die Bestimmung des Grenziiberganges an dem 
bereits summierten Ausdruck (18) ist etwas um- 
standlich, weil man die drei ersten Glieder der 
Reihenentwicklungen der trigonometrischen und 
hyperbolischen Funktionen, das heift Glieder bis zur vierten und fiinften Potenz 
des Argumentes beriicksichtigen mu8. Hinfacher ist es, bei der Summierung der 
urspriinglichen Reihe die Fouriersche Entwicklung 


1 ‘ z 1 z z \3 z\4 z \5 
zu benutzen, aus der sich dann sofort der Wert fiir die Summe 


1 . ae BR . aa 
Ar oat sinn a ae Pepe NN eer 


und daher die entsprechende Durchbiegung zu 


B is 
ae Ps ll Glee alia) 
berechnen 148t. Zu demselben Ausdruck gelangt man nun aber auch, wenn man 


nach der in der elementaren Balkentheorie iiblichen Methode die Durchbiegung eines 
ebenen Balkens oder eines Plattenstreifens von der Breite 2b bestimmt, der gleich- 


Abb. 7. Eingespannter und belasteter 
Plattenstreifen als Teillésung. 


4 V. Lewe: Pilzdecken und andere tragerlose Eisenbetonplatten, 2. Aufl. Berlin. 1926. — 
K. Grein: Pilzdecken, Theorie und Berechnung. Berlin. 1948. — 8S. Woinowsky- Krieger- 
Berlin: Beitrag zur Theorie der Pilzdecken. Z. f. angew. Math. u. Mech. 14 (1934), 13—18, 
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maBig belastet, an den Enden eingespannt und langs zweier Streifen von der Breite a B 
gestiitzt ist. Wenn man das Hinspannmoment 


M, = 3 ah|8 5 sea 12(5) + 4(5)| (42) 


beriicksichtigt, so erhalt man in der Tat fiir einen Punkt auBerhalb der Stiitzflachen 
wieder den oben ermittelten Ausdruck. Dabei ist als Stiitzkraft die GroBe « g zu ver- 
wenden. Man kann aber auch die gesamte Stiitzkraft P einfiihren, die mit q durch 


die Beziehung q:4abx _ — P zusammenhangt. 
7. Durchbiegung in i Gebieten II und III. a) Wenn L = 0 ist, so geht 


der von y abhingige Zahler unter der Summe w, wegen y,, = 1 bei kleinem 6,,, wie 
man leicht nachrechnet, tiber in 


2bm{man Sinmany Sinma ASinma (A — B) —maBp Suma ACoj manoj ma (A —B) + 


+mxASojman Sinma B — 260i man Sinma a Stn ma (A— B)} = 26m Vin (7). (43) 
Wir erhalten daher bei Benutzung von 2 6,, = | al in dem Gebiet II folgenden 


Ausdruck fiir ws: 


gat sin ma «cosma &+ Vm (7) 
bk ae Dy ie 


N x m®> Sin? m za A 
™m 
wo 


Vn(nh =mxySinuman Sinma A Sinma (A — B) — 
— mx B Sin mx ACoj may Coj ma (A — B) + 
+maASojman Sinma Bb — 200jman Sinma da Sinma (A — B) (45) 
zu setzen ist. In Ubereinstimmung mit den Entwicklungen in I unterscheiden sich 
die beiden Funktionen U,, und V,, fiir 7 = £8 um eine Konstante. Wir haben 


(ws (B))r — (Ws (B) rr = Wy 


wird. Dagegen stimmen die Ableitungen an der Grenze iiberein: 


oe \ a= (Set) (47) 


Ks bleibt also jedenfalls noch der Grenzwert des Ausdruckes w, iibrig, der einem 
Plattenstreifen von der Breite 2a parallel der y-Achse entspricht, der, gleichmafBig 
belastet, an den Enden eingespannt und lings zweier Endstreifen von der Breite a « 
gestiitzt ist. Die zugehorige Durchbiegung ist ganz analog zur Biegung des im Gebiet I 
auftretenden Streifens parallel der w-Richtung zu behandeln. Aus der Balkentheorie 
ergibt sich das Einspannmoment 


so daB also 


Ma = oe 7 @ (8 x — 12 0? + 4.08) (48) 
und damit die Durchbiegung 
4 
(win = Say {(2 6 — BY — 208 (2E — &) + ad}. (49) 


Dazu kommt ferner die Durchbiegung w,, herriihrend von dem Plattenstreifen parallel 
der x-Richtung, fiir die Punkte im Inneren der Stiitzstreifen. Um die Durchbiegung 
zu erhalten, kann man entweder auf die Summe 


1 1 ae : “as 
5) way sinna tP + sinnz — 
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die Formel (40) anwenden oder die Methode der elementaren Balkentheorie heranziehen. 
In beiden Fallen erhailt man 


B 
qb (1) 
Al fy(8 ety Vere Kanye 
(2) = ew 42() (2-4) (4) — (4) ae 
Im Gebiet III bleiben die Ausdriicke w, und w, erhalten wie in II, wihrend fiir 
Punkte im Inneren der Stiitzfliiche der Ausdruck 


— qat F 
zu benutzen ist. (W)imm = gqqy (1 — &) [2 8 & (2 — x) — &4] (51) 


Zusammenfassend haben wir also in den drei Hauptgebieten folgende Ausdriicke 
fiir die Biegefliche der Pilzdecke: 


Fos a+ he 
met ae { (2-25) (a+ (BI 


gat sinm a «cosm a& Un, () aa 
ame ee be m> Gin? m ah STG oh (Ws)r “ (Ws); 


) 


™ 
wy = wy + SE (2 — BY — 202 (2E— B) $a} + 


x(1—) os / 2 4 
sar et 2 GNU} 


at 24.N eae 
gat sin m a « cos m 2% E Vm () = = 
2 SNE > : 7 Wo + (Wy) t+ (We)rr + (Ws) 


Na?® m Sint m aa 


| (52) 


m 


2 (oe a 
wry = Wy + AT [2 ow (2 — a) — 4] $+ (oe) + a) = 


= Wo + (Wyre + (We)err + (5) 1 - ) 
Gelegentlich wird es zweckmabig, den Ursprung der Koordinaten in den Mittelpunkt 
des Periodenrechteckes zu verlegen. Setzt man zu diesem Zweck € + 1 und 7 + A 
an Stelle von € und 7, so kommt z. B. 
U,(A +7) = Sinma A SinmaB { Coj may (2 + ma AStgmaa—mapStgmap) — 
— mm eugene s (53) 
Vin (A +n) = Sinma iA Sinma (A — B){ma(A+n)Sinma(a iat 
— Coj mz (A +n) [2 + ma AGotmaa— ma (A — B)Ctg ma (A — B)]}. 
Damit erhalten wir z. B. fiir die Durchbiegung einer Pilzdecke in I und II: 


gaz n\2]2 B\2[ UO ne A | 
Wy = Wy + oN {[2 (4) 2(5)p legen 


qat +1isnmazacosmxzé Ginma Bp 
ee i mGinmaa [Gof m a 4 (2 + 


+mxAaStgmaxr—mabCtqmap)— man Sinma ny], 


wy = wy +2 eee) ene eS ice Oi | (54) 
B 
qa(1—5)o n\2{, B B 7 \2 | 
z 24.N (1 : a 27(2 i) (1+4)|+ 
p ES (= yn t ma acosms Emme OE tm (A + 
+ n) Sin mx (A +) — Gof ma (A +n) [2 + max ACtg ma A — 
—mx (A — B) tq m a (A — B)]}. 
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8. Der Fall der Punktstiitzen.® Einige Bemerkungen verdient noch der Fall, 
daB «—=-f=0 wird oder die rechteckigen Sttitzflachen sich auf einen Punkt 
zusammenziehen. Wir wollen zunadchst die urspriingliche Lage des Anfangspunktes 
voraussetzen und vorliufig nur 6 = 0 setzen, um zu zeigen, dal erwartungsgemaB 
der verschwindende Streifen II keinen Beitrag zur Biegeflache liefert. Die Funktion /,, 
geht mit 6 = 0 tiber in 


lim V,, = man Sinman — 2Coj man. (55) 
B=0 


Abb. 8. Héhenschichtlinien fiir die Biegeflache einer quadratischen Pilzdecke. 


Da in II 7 = 0 wird, so reduziert sich die Funktion V,, auf die Konstante — 2 und 
daher bleiben folgende Teile der Biegungsfunktion w, wenn wir jetzt « nur in der 
ersten Potenz beriicksichtigen und sn ma « = ma « setzen: 


4 9 ees fs 4 
Nias oe qa (2)'+ qua y cos m a & qaa 


24N \A N (a mye oan (25 — &)?. (56) 
Nun ist aber 


cosmaé 1 4 
eo eine Tide ee eee + konst. ]. (57) 


Man sieht dann ohne weiteres, daB die variablen Glieder mit &€ sich herausheben, und 
da auBerdem 7 = 0 gesetzt werden kann, bleiben in der Tat keine weiteren veriinder- 
lichen Glieder fiir das Gebiet II tibrig. Benutzen wir nun die Darstellung fiir w, der 
Pilzdecke mit dem Mittelpunkt des Periodenrechteckes als Bezugspunkt, so geht 


die Gleichung der Biegefliiche mit 4q ab « £ = P tiber in 


u ee OF n \2|2 Pa \” bel) eee wean 
WG 96 f (4) nd wine Me ae Sinn mA ee een (LA 


m 


he + ma ACtgmaA)— may Sinman}. (58) 
5 Vgl. W. Miller, Ing.-Archiv 20 (1952), 273 ff. 
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Um auch durch die Anschauung eine gewisse Bestiitigung der Rechnung zu geben, 
haben wir die Héhenschichtlinien der Biegefliche fiir den Fall 4 = 1 aufgezeichnet. 
Man sieht dabei, daB die Linien in einem gewissen Abstand von den Pilzstiitzen, 
der etwa den Wendegebieten der Flache entsprechen, die gréBte Dichte aufweisen 
und da8 sie um so kreisartiger werden, je mehr sie sich den Stiitzen nahern. 


Die weiteren Folgerungen aus den vorliegenden Ansiitzen bleiben einer spiteren 


Untersuchung vorbehalten. (Hingegangen am 7. Mai 1952.) 


Hydrodynamische Theorie fester Stoffe*. 
Von €. Torre, Wien. 
Mit 4 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Der firmo-viskose Stoff von Jeffreys setzt die Gesamtspannung aus 
einem elastischen und einem viskosen Teil zusammen. Wir untersuchen hier nur den EinfluB 
des zweiten Teiles, d. h. den Einflu8 der Forminderungsgeschwindigkeiten auf die Beanspruchung 
eines festen Stoffes. Diese hydrodynamische Theorie fester Stoffe wird auf die Untersuchung 
der Beanspruchungen unterirdischer Ingenieurbauten angewendet. 


Summary. The firmo-viscous substance of Jeffreys composes the total tension of an 
elastic and of a viscous part. In this case only the influence of the second part is examined, 
i. e. the influence of the deformation speed on the stresses to which a solid body is subjected. 
This hydrodynamical theory of solid substances is applied to the investigation of the stresses 
operating on subterraneous (underground) structures. 


Résumé. La substance firmo-visqueuse de Jeffreys compose la tension totale d’une partie 
élastique et d’une partie visqueuse. Nous étudions ici seulement l’influence de la seconde partie, 
& savoir linfluence de la rapidité de la déformation sur l’effort subi par le corps solide. Cette 
théorie hydrodynamique des corps solides est appliquée & l’examen des efforts que subissent 
les constructions en sous-sol. 


1. Einleitung. 


Wir werden nachfolgend tiber das Gebiet berichten, das Stoffe untersucht, die 
zwischen elastischen und grenzbeanspruchten liegen und mit Begriffen wie ,,zahe 
feste“‘, ,,elastisch-zihe‘‘ (nach Maxwell) und ,,firmo-viskose“‘ Stoffe (nach Jeffreys) 
beschrieben werden. 

A. Nadai' (S. 422ff.) gibt in einer Zusammenstellung unter anderem die Spannungs- 
Geschwindigkeits-Beziehungen ,,ziiher fester“ Stoffe an, mit der Bemerkung, da 
bei sehr kleinen Formanderungsgeschwindigkeiten die Tragheitskrafte vernachlassigt 
und nur die Gleichgewichtsbedingungen beriicksichtigt werden. Diese Bemerkung 
ist — wie nachfolgend gezeigt wird — in bezug auf die Formanderungen im Bauwesen 
und Maschinenbau berechtigt. Bei einem geologischen K6rper (also in Tektonik bzw. 
Geodynamik) werden wir hingegen in den Stokes-Navierschen Gleichungen fallweise 
auch die Tragheitskrafte beriicksichtigen. Dafiir spricht ein Sonderfall, némlich der 
der langsamen, stationiiren Strémung um einen Kreiszylinder (s. etwa W. Miller’, 
S. 120 und 127), bei dem man nach Lamb-Oseen auch die Tragheitsglieder bertick- 
sichtigen mu8. Weiterhin entscheidet auch die Form der hydrodynamischen Gl. (2), 
daB man diese auch bei ,,zahen festen‘‘ Stoffen anwenden kann: Hs ist namlich fiir 
die GréBe einer Spannung gleichgiiltig, ob man mit groBen Geschwindigkeiten und 
mit kleinen Zahigkeitskoeffizienten arbeitet oder umgekehrt. Wie man iibrigens 
die Zihigkeitsglieder in der Stokes-Navierschen Differentialgleichung bei groBen 


* Vorgetragen am 7. Juni 1952 auf der Tagung der Gesellschaft fiir angewandte Mathematik 


und Mechanik in Braunschweig. 
1 A. Nadai: Osterr. Ingenieur-Arch. 8, 261, 421 (1949); 5, 182 (1951). 
2 W. Miller: Einfiihrung in die Theorie der ziihen Flissigkeiten. Leipzig. 1932. 
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Reynoldsschen Zahlen nicht gleich streichen darf, ebensowenig darf man bei sehr 
kleinen Reynoldsschen Zahlen die Tragheitsglieder gleich in der Stokes-Navierschen 
Gleichung streichen. 

Die Geodynamiker sind wahrscheinlich die ersten gewesen (s. Darwin® und etwa 
Prey, Gutenberg®), die feste Stoffe mit Hilfe der hydrodynamischen Gleichungen 
untersucht haben. Sie haben sich meistens mit eigenen Methoden begniigt und dabei 
die neueren Arbeiten auf dem Gebiete der Hydrodynamik weniger beriicksichtigt. 
Prey? iibernimmt von Darwin® die Meinung, da mit der hydrodynamischen Be- 
handlung fester Stoffe auch das Plastizitaitsproblem dieser gelést wird. Gutenberg? 
(S. 530) hat nachher bemerkt, da8 hier die Grenzbedingung fester Stoffe beriicksichtigt 
werden mub. 


Bei der Berechnung des Gebirgsdruckes in Fels unterscheiden wir zunachst die 
Grenzbeanspruchung eines geologischen Kérpers, der in jedem Punkt seiner Aus- 
dehnung an der FlieB- bzw. Bruchgrenze beansprucht ist. Man kann nach dieser 
Methode z. B. die Faltung der Gebirge untersuchen (s. Bijlaard*). Wir werden 
diesen Fall hier nicht weiter behandeln. — Der zweite Fall, der uns hier interessiert, 
besteht aus der Berechnung des derzeit herrschenden Gebirgsdruckes in einem schon 
beruhigten Gebirge. Diese Aufgabe ist fiir die in der letzten Zeit rege gewordene 
unterirdische Bautitigkeit sehr wichtig. Um diese Aufgabe umfassender zu lésen, 
werden wir geologische Erscheinungen nach den werkstoffmechanischen Gesichts- 
punkten gruppieren, und auf diese Weise werden sie einer entsprechenden mathe- 
matischen Untersuchung unterzogen. Die Beispiele dafiir sind kliiftige Gesteine, 
zermahlene Gesteine, Schiefer, kohasionslose und bindige Boden und anderes. Bei 
den kliiftigen Gesteinen haben wir die Grenzbeanspruchung aus dem Kluftwinkel 
berechnet’?. Um nun fiir diesen Fall den derzeit herrschenden Gebirgsdruck zu 
ermitteln, haben wir vorausgesetzt, daB diese Spannungen von sehr fern wirkenden 
Kraften erzeugt werden. Aus den Formanderungen haben wir dann die — fiir die 
hydrodynamischen Berechnungen eines umstr6mten Korpers notwendige — unendlich 
ferne Geschwindigkeit V,, ermittelt. So wurde — mit Hilfe der Hypothese der 
unendlich fern wirkenden Grenzbeanspruchung — ein Ubergang zwischen dem in 
jedem Punkt grenzbeanspruchten geologischen Korper und den derzeit wirkenden 
Kraften im Gebirge erreicht. Die Berechnung einer Tunnelmauer nach der Grenz- 
beanspruchung im Gestein ware sehr unzweckmaBig und wiirde den _bisherigen 
technischen Erfahrungen widersprechen. So wird hier eine Hydrodynamik fester 
Stoffe — wie im Titel angedeutet — untersucht und nicht, wie iiblich, die Grenz- 
beanspruchung eines plastischen Koérpers mit Beriicksichtigung von Forminderungs- 
geschwindigkeiten. Die einseitige Druckwirkung — wie bei der Strémung einer 
Flissigkeit — wurde bei den unterirdischen Bauten oft beobachtet, wie z. B. aus 
den Formanderungen der Stollenwande, aus dem Bruch des Holzgeriistes, Abplattungen 
und Mauerbeanspruchung, und dann insbesondere aus der Schuttlage und -menge 
bei Sprengungen. 

Das Problem des FlieBens grenzbeanspruchter fester Stoffe hat schon Saint- 
Venant® fiir den ebenen Fall mathematisch formuliert. Zusammenfassende Dar- 
stellungen der Verdffentlichungen aus dem Gebiet der bleibenden Formanderungen 


° G. H. Darwin: Philos. Trans. Roy. Soc. London, Ser. A 170 (1879); Sci. Pap. 2. 

4 A. Prey: S.-B. Akad. Wiss. Wien, Abt. Ila 151, H. 9 und 10, 293. 

° B. Gutenberg: Der physikalische Ausbau der Erde. Handbuch der Geophysik, Bd. II, 
8. 440. 1933. 

6 P. P. Bijlaard: Mitt. aus dem Institut der Baustatik in Ziirich, Nr. 21. 

7 C. Torre: Geologie u. Bauwesen 18, 83 (1951). 

8 B, de St. Venant: C. R. hebd. Séances Sci. 70, 72, 74; J. de math. 1871, 473. 
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findet man bei Nadai® 1°." und Prager!2. Die mathematische Formulierung des 
raumlichen Problems stammt unter anderem auch von Mises!3 her, dessen 
Spannungs-Geschwindigkeits-Beziehungen denen in der Hydrodynamik inkompressibler 
Stoffe ahnlich sind mit dem Unterschied, da8 Mises einen verinderlichen Zahigkeits- 
koeffizient verlangt, der aus der Grenzbedingung ermittelt wird. Etwas mehr Klar- 
heit bei der Ermittlung solcher veranderlicher Zihigkeitskoeffizienten bzw. Plastizitits- 
modulen hat Nadai! (S. 283ff.) gebracht. Eine bemerkenswerte Idee fiir die Be- 
rechnung von Forminderungsgeschwindigkeiten im ebenen Fall mit der Grenzbedingung 
fiir einen ideal-plastischen Stoff hat Hilda Geiringer!. “ mitgeteilt. 

Kin Hinweis auf die Anwendung der Navier-Stokesschen Differentialgleichung und 
hydrodynamischen Spannungsgleichungen von Stokes auf feste Stoffe mit Riicksicht 
auf die Berechnung der unterirdischen Ingenieurbauten sowie einige Gegeniiber- 
stellungen unserer Ableitungen zu den geodynamischen Ergebnissen ist das eigentliche 
Ziel dieses Beitrages. Die im geologischen Korper immer mehr oder weniger stark 
wirkende statische Beanspruchung wird hier auBer Acht gelassen. 


2. Abschitzung der Spannungen. 


Zunachst wollen wir zeigen, wie groB der Gré8enordnung nach die Formanderungs- 
geschwindigkeiten, der Ziihigkeitskoeffizient und die Spannungen eines strémenden, 
zahen festen Stoffes etwa bei der Zimmertemperatur sind, und zwar in folgenden drei 
Fallen: 

1. Die Formanderungsgeschwindigkeit eines in der Druckzone auf der Grenze der 
zulassigen Spannung o,,, = 100 kg/cm? auf reine Biegung beanspruchten Stahlbeton- 
balkens mit H = 3- 10° kg/cm? und mit einer Stiitzweite von 3-10? cm wird unter 
der Annahme berechnet, daB sich der Balken, der streng statisch beansprucht sein 
moge, erst nach einem Jahr (= 3°16- 107 sek) endgiiltig verformt. Die Geschwindig- 
keit betragt dann (naherungsweise v, = u/T =lo,/ET; mit 1 = 3-10? cm, o, = 10° 
ke/cm?, H = 3 - 10° kg/cm?, T = 1J = 3°16 - 10’ sek folgt v, = 10-8/3:16 ~ 10-* cm/sek) 


Vv, ~ 10-* cm/sek. 


2. Die Formanderungsgeschwindigkeit eines stark plastisch verformten Gebirges 
betragt nach Prey* (10° cm verformt sich in der Zeit von 104 Jahren) 


Vv, ~ 10-7 cm/sek. 


3. Beim Bruch eines auf einachsigem Druck beanspruchten Gesteinsprismas mit 
19/49 Verkiirzung auf 10cm MeBlainge und 45 Min. Belastungsdauer betragt 


Vv, ~ 10-§ cm/sek. 
Weiterhin nehmen wir an, da die Spannungen einer stro6menden Fliissigkeit in 
folgender Form gegeben sind: 


mae ‘FP, (2, Y; 2); & a &/ Xp, - + USW. (1) 


Ca 


9 A. Nadai: Der bildsame Zustand der Werkstoffe. Springer-Verlag. 1927. 

10 A. Nadai: Plastizitaét und Erddruck. Handbuch der Physik, Bd. VI, 8. 428. Springer- 
Verlag. 1928. 

1 A, Nadai: Theory of Flow and Fracture of Solids. New York. 1950. 

12 H. Geiringer und W. Prager: Mechanik isotroper Kérper im plastischen Zustand. 
Ergebn. exakt. Naturwiss. 13, 310 (1933). 

13 R. v. Mises: Géttinger Nachr. 1918, 589. 

14H. Geiringer: Fondaments mathématiques de la théorie des corps plastiques isotropes. 
L’académie des sciences de Paris, F. LXXXVI, 1937, 

29* 
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usw. bedeutet, daB analoge GréBen in der y- und z-Richtung zu nehmen sind. 
F, (x, y, 2) ist eine Funktion von bezogenen Koordinaten, v, ist die Geschwindigkeit 
in der x-Richtung, » der Zahigkeitskoeffizient und a eine Koérperabmessung quer 
zur Stromung. GroBenordnung sei 


a~10?cm, mw ~ 10! kgsek/em?. 
Bezeichnen wir noch die bezogene Spannung mit 
Cy = OL Fee (2) 


dann ergibt sich nach Gl. (2) und den oben angegebenen Grofen die Spannung eines 
stromenden festen Stoffes: 


1. In der Druckzone eines Stahlbetonbalkens 

Gyo 10 104/104 ikelem, 
2. Bei einem stark flieBenden Gebirge 

6, ~ 10-7 101/10? =. 102 kgjom*. 


3. Und schlieBlich beim Bruch eines auf einachsigem Druck beanspruchten Gesteins- 
prismas 
G, ~~ 107% 104/107 2:10? Kelem 

Aus dieser Zusammenstellung ergibt sich: 1. Die Spannung infolge der Stromung 
in der Druckzone eines Stahlbetonbalkens betragt nur 1% der Betriebsspannung 
von 100 kg/cm?. In Ubereinstimmung mit Nadai! kann man den hydrodynamischen 
Anteil der Spannung gegeniiber dem statischen Anteil vernachlassigen. Diese Addition 
der Spannungen hat uns von ,,zahen festen“ Stoffen zu ,,firmo-viskosen“ nach Jeffreys 
(siehe Nadai!, S. 427) gefiihrt. Eine diesbeziigliche Erganzung ist, wegen des additiven 
Charakters der Gleichungen, stets médglich. Nach Jeffreys sollte die ,,Relaxations- 
zeit‘‘ eines firmo-viskosen Stoffes sehr kurz sein, wahrend wir die Méglichkeit einer 
beliebig groBen ,,Relaxationszeit’’ auch bei diesen Stoffen voraussetzen wollen. — 
2. Der zweite Fall ergibt eine Beanspruchung, bei der — wegen der sehr langen Be- 
lastungsdauer — starke bleibende Formanderungen auftreten. Die Berechnung zeigt, 
da die Bruchgrenze zwar noch nicht erreicht wurde, die berechnete Beanspruchung 
ist jedoch befahigt, tiber eine sehr lange Zeit betrachtliche bleibende Formanderungen 
zu verursachen. — 3. Im dritten Fall liegt die Beanspruchung (in Ubereinstimmung 
mit der gestellten Aufgabe) ungefaihr an der Bruchgrenze eines auf einachsigem Druck 
beanspruchten Gesteinsprismas. Hier tiberwiegt die Beanspruchung infolge Strémung. 


Mit dem spezifischen Gewicht y = 2°7- 10-° kg/cm’ und mit der Erdbeschleunigung 
g = 0°981 - 103 cm/sek? lautet die Dichte (fiir den Fall der Kaverne Braz, s. nach- 
folgend): 
0-= y/g = 2°7- 10-4/0°981- 108 = 2°75 - 10-* kesek?/om*, 
also 9 ~ 10-* kgsek?/em*. Nehmen wir die kinematische Zahigkeit mit 
y = plo ~ 10#4/10-§ = 10!” cm?/sek, 


dann lautet die Reynoldssche Zahl der GréSenordnung nach (s. etwa Prandtl, 
S. 102) mit a ~ 10% cm, v ~ 10-7 cm/sek: 


ke= ev aly ~ 10-7: 102/101” = 10-22, 
und hiermit die bezogene Grenzschichtdicke 


6/l~1/f~Re~104%; Trilem, 6~10%cm = 10%km. 


® L, Prandtl: Fuhrer durch die Strémungslehre, 3. Aufl. Vieweg u. Sohn. 1949. 
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Dieses Ergebnis zeigt, wie erwartet, daB das ganze Stromungsgebiet von der Grenz- 
schicht gestért wird und da8 man in keinem Teil dieses Gebietes mit der Potential- 
str6mung rechnen kann. 


3. Anwendung der hydrodynamischen Gleichungen. 


In der ingenieurgeologischen Praxis haben wir, wie oben in GroBenordnungen 
gezeigt wurde, mit sehr kleinen Geschwindigkeiten, anderseits mit sehr groBen 
Zahigkeitskoeffizienten und Kérperabmessungen zu tun. In der Hydro- und Aero- 
dynamik ist es umgekehrt, man hat dort mit den sehr groBen Geschwindigkeiten 
und sehr kleinen Zihigkeitskoeffizienten und mittleren Kérperabmessungen zu tun. 
Die Form der hydrodynamischen Gleichungen erlaubt in beiden Fallen brauchbare 
Ergebnisse zu erzielen. Wie sich dies bei der zahlenmaiBigen Durchrechnung auswirkt, 
wollen wir an einem praktischen Beispiel zeigen, namlich am Fall der Kaverne Braz 
in Vorarlberg. Fiir die Erlaubnis zur Veréffentlichung der nachfolgenden Zahlen 
mdochte ich dem Zentralinspektor des Elektrifizierungsamtes der Osterr. Bundesbahnen, 
Herrn Dipl.-Ing. E. Traeg, bestens danken. Als Ingenieurgeologe hat Herr Dr.-Ing. 
L. Miller (Salzburg) gewirkt. Die komplizierte Querschnittsform (nichtanalytische 
Berandung) der Kaverne war rechnerisch nicht zu erfassen. Die Untersuchung im 
Gebiete der elastischen Forminderungen wurde deshalb spannungsoptisch von 
L. Fépp! in Miinchen durchgefiihrt. Wir haben uns fiir die hydrodynamischen Be- 
rechnungen nach den oben angegebenen Definitionen als Niherung mit der Lamb- 
Oseenschen Loésung fiir einen Kreiszylinder begniigt. Noch eine Schwierigkeit ergab 
sich dadurch, daf die Stromrichtung nicht senkrecht zur Zylinderachse stand, sondern 
schief. Wir waren aber in der Lage, die Schubspannungen an der Kavernenwand ~ 
den dort verwendeten Stahlverankerungen zu tibergeben und hiermit den Annahmen 
der Lamb-Oseenschen Lésung etwas niher zu kommen. Die Kavernenwande wurden 
bei der Berechnung der Strdmung als starr angenommen, die Dimensionierung der 
Wiinde erfolgte freilich nach den elastizitiitstheoretischen Gleichungen. Nachfolgend 
werden wir aus der Berechnung der Kaverne Braz nur einige Spannungsausdriicke 
entnehmen und diese zahlenmaBig auswerten. Wir haben hier die Massenkrafte ver- 
nachlassigt, da diese fast zwanzigmal kleiner sind als der gréBte Gebirgsdruck. 

Die Gleichung fiir den mittleren Druck (hier eher mittlere Beanspruchung) lautet 
fiir den Rand r = a des Kreiszylinders (s. etwa W. Miller®, S. 131): 


C 2 
Praa=Z' 0° Voo( Gag cosy +008 29). (3) 


o ist die Dichte des Gesteins, V., die Anstrémungsgeschwindigkeit in r = oo. Die 
Konstanten C und k (mit der Dimension C = [em/sek], & = [cm~]) sind 


2V V 
gs? ke 


y ist die kinematische Zahigkeit (vy = [em?/sek]) und. y = 1:7881 ist die Mascheronische 
Konstante. Fiir den grauen Kalk der Kaverne Braz haben wir die Dichte 
o = 2:75: 10-6 kgsek?/cm* berechnet. Der Zahigkeitskoeffizient wurde nach Gl. (9) 


berechnet 
B= GeUpV ao (5) 


Der Schubmodul G = 10°kg/em? wurde aus den Druckversuchen ermittelt. Die 
Verschiebung « = 5°2 cm wurde der statischen Berechnung entnommen. V.. wurde, 


mangels einer Universalpriifmaschine, aus der gemessenen Verschiebung und Versuchs- 
29 a 
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dauer eines einachsigen Druckversuches ermittelt: V.. = 3°6-10~ em/sek. Mit 
diesen Zahlen ergibt sich nach Gl. (5) der Zahigkeitskoeffizient zu 


pw = 1:°42¢ 10! kgsek/cm?. 


Gl. (5) beniitzen wir nur dann, wenn kein versuchsmaBig ermittelter Zahigkeits- 
koeffizient vorliegt. Dann lautet die kinematische Zahigkeit 


y = w/o = 0°51 + 10" cm?/sek. 


Der Halbmesser der Kaverne betrigt a = 1:214- 10? cm. 

Um die Konstanten Gl. (4) zu berechnen, miissen wir die Anstromungsgeschwindig- 
keit V. kennen. Diese hatten wir, falls uns eine Universalpriifmaschine zur Verfiigung 
gestanden hatte, wie folgt ermittelt: Die Grenzspannungen in dem Gebirge werden 
aus der Arbeit des Verfassers’? berechnet, diese in einer Universalpriifmaschine nach- 
geahmt und so die Formanderungsgeschwindigkeit ermittelt. Diese Geschwindigkeit 
hatten wir als unendlich ferne Geschwindigkeit aufgefaBt, die wir in Gl. (3) und (4) 
als V.,. beniitzt. hatten. Mangels einer solchen Maschine haben wir naherungsweise, 
wie oben, V., gleich der aus dem Druckversuch ermittelten Geschwindigkeit gesetzt. 
Es ist also V,, = 3°6- 10-5 cm/sek. Mit diesen Zahlen lauten dann die Konstanten 
nach Gl. (4) 

C = 1:75- 10-8 cm/sek, k-a = 4°24- 10-8. 


Da in Gl. (3) der Ausdruck C 9 V,, dem Staudruck der idealen (reibungslosen) Fliissig- 
keiten entspricht, so haben wir in Gl. (3) den Ausdruck (C/4) 0 V..: cos 2 ver- 
nachlissigt, da diese GréBe selbstverstandlich sehr klein ist. Dann ergibt sich nach 
Gl. (3): 


1 . 


Pra hl 0 IOS ea} 10-8 - 3°6- 10>. 2cos p 


4,24-- 10-18 ? 
bzw. 
p = 20°5: cos gm (in kg/cm?). 


Dieses Ergebnis liefert fiir die weitere Berechnung brauchbare Werte. Man kann 
also mit sehr kleinen Geschwindigkeiten und sehr groBen Zahigkeiten gleich so rechnen, 
wie in der Hydro- und Aerodynamik mit sehr groBen Geschwindigkeiten und sehr 
kleinen Zahigkeitskoeffizienten. Hier ist charakteristisch der Faktor cos g, der fiir 
y = x negativ wird. Hiermit tritt auch bei festen Stoffen infolge der Formanderungs- 
geschwindigkeiten die Sogwirkung wie bei Fliissigkeiten. Diese Sogwirkung wird in 
der Wirklichkeit etwas kleiner, da hier jedoch die statische Beanspruchung vom Kin- 
fluB ist. 

Die charakteristische Spannungsgréfe in den Spannungsgleichungen — wie z. B. 
in Gl. (1) allgemein angedeutet ist — lautet fiir den Fall der Strémung um einen 
Kreiszylinder 

“Cla, wie z. B. bei t,_4 = (u C/a) + sin @ cos 2 g, 
wobei die Konstante C nach Gl. (4) die Dimension einer Geschwindigkeit hat. Fiir 
den Fall der Kaverne Braz lautet diese GréBe 


ju Cla = 1:42 + 10". 1°75 + 10-8/1-214 + 108 = 20°5 kg/em?. 

Auch dieses Ergebnis hat sich in der weiteren Anwendung als brauchbar erwiesen. 

Bei der Dimensionierung der Kavernenwinde in Braz wurde noch folgendes be- 
vicksichtigt: 1. Da die elastischen Setzungen gréBtenteils schon wihrend des Baues 
(insbesondere wahrend der BeschieBung) abklingen, so wurde ein Verminderungs- 
koeffizient geschaffen, nach dem die Kavernenwinde nur mit einer Beanspruchung 
entsprechend den bleibenden Sitzungen belastet werden. — 2. Es wurde noch der 
Unterschied in den Setzungen des Gesteins und der Kavernenwinde beriicksichtigt. 
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4. Kinige Vergleiche zwischen festen und fliissigen Stoffen. 


in der Hydrodynamik fester Stoffe mu8 man wie sonst in der Hydrodynamik 
bei emem umstromten Korper etwa die Druck- und Sogseite unterscheiden. In der 
Festigkeitslehre wird dagegen mit einer symmetrischen Spannungsverteilung z. B. 
um eine Kerbe bei symmetrischer Belastung und symmetrischem Kérper gerechnet, 
und zwar nach dem Newtonschen Gesetz der Wirkung und 
Gegenwirkung der Kriifte. Die Formanderungen eines festen 
Korpers folgen den Kraften mit gewisser Geschwindigkeit nach, 
was bei kleineren (,,technischen‘‘) Kérpern erst an der Bruchgrenze 


Abb. 1. Druckver- Abb. 2. Sehr hartes Kupfer. Druckversuch mit einem durchgebohrten 
such an einem Korper (nach A. Nadai). 

Marmorprisma 
30 x 30 xX 160 mm 
(nach M. Ros und 
A. Eichinger). 


deutlich zum Ausdruck kommt. Beachten wir z. B. einen Druck- 
k6rper in einer Materialpriifmaschine, bei der nur eine Druck- 
platte beweglich ist, wahrend die andere stillsteht. Im Augen- 
blick des Bruches, bei dem sich die Formanderungen nicht so rasch fortpflanzen konnen 
wie der Bruchvorgang selbst, entsteht (insbesondere bei lingeren K6rpern) eine ein - 
seitige Zerstérung des Probek6rpers, und zwar auf der Seite der beweglichen Druck- 
platte (Abb. 1). In einem geologischen Koérper wurden die einseitige Fortpflanzung 
der Formanderungen auf verschiedene Arten in Tunnel- und Stollenbau beobachtet. 


Eine formallogische Folgerung dieser Untersuchung wire es, zu verlangen, dab 
die Formanderungen bei der einachsigen Druckbeanspruchung eines festen Korpers 
in der Nahe der Druckplatte aihnlich verlaufen wie die Formanderungen eines Wasser- 
strahles beim Zusammenprall auf einer Wand. Diese vermuteten Formanderungen 
findet man wirklich an Versuchskérpern aus Eisen und Kupfer (Abb. 2, nach 
Nadai!®, S. 483). Wir miissen dabei jedoch beachten, dafi die Ausbauchung in der 
Mitte des Druckkérpers in Konkurrenz zu diesen Formanderungen steht, da die 
Schubspannungen in den nur ein wenig zu den Symmetrieachsen geneigten Schnitten 
viermal das Vorzeichen wechseln. Vermutlich spielt dabei eine Rolle, welche Form- 
iinderung zustande kommt, je nachdem, ob die Quetschgrenze des Materials an den 
Druckplatten hédher oder niedriger liegt als die SchubflieBgrenze. Die Probekorper 
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von Nadai sind mit einer Bohrung in der Mitte versehen, so dafs sowohl die Schub- 
flieBgrenze als auch die Quetschgrenze an den beiden Druckplatten erreicht wurde. 
Die Versuche an Aluminium von Ros und Hichinger’® (Abb. 3) zeigen hingegen 
nur eine Ausbauchung in der Mitte des Probekorpers. 


5. Vergleich mit den geodynamischen Untersuchungen. 


Wir werden nachfolgend einige Ergebnisse aus den 
geodynamischen Untersuchungen kritisch betrachten. 
Die Gleichung fiir die Beziehung zwischen dem Zahig- 
keitskoeffizient , dem Schubmodul G und der Jeffreys- 
schen!? ',,Relaxationszeit’’ 7’ lautet 


HG = Tf. (6) 
Prey? gibt dann eine Naherungsgleichung fiir die Ver- 


Abb. 3. Aluminium. Einachsiger : : : 
Druckversuch (nach M. Rog Sschiebungen in z-, y-, z-Richtung an: 


und A. Eichinger), = 27. jae T, w =, T, (7) 
WO U,, Vy, v, die Koordinaten des Geschwindigkeitsvektors sind (allgemein mtBte 
man du = v,dt nehmen). Tatsachlich hat Prey (Gl. 7) zur Berechnung der Ge- 
schwindigkeiten aus statisch ermittelten Verschiebungen herangezogen: v, = u/T' usw. 
Der Ubergang zwischen den elastizitatstheoretischen und hydrodynamischen Spannungs- 
ausdriicken wiirde sich hiermit wie folgt ergeben: 


6, = 2G» cufda= 2G Tov fox = 2 u- 0b,| ee ) U8w., (8) 
was nur mit der Naherung Gl. (7) gelingt. 


Wir werden hier und sonst in unserer geomechanischen Praxis Gl. (6) und (7) 
nur fiir die rechnerische, biiromaBige Abschaitzung des Zahigkeitskoeffizienten 


pH Gu, = FU, —G6 ue, (9) 


bentitzen, und zwar nur dann, wenn keine versuchsmaBigen Angaben des Zahigkeits- 
koeffizienten vorliegen. Die Stromungsgeschwindigkeiten werden wir dagegen aus 
der hydrodynamischen Berechnung ermitteln. 

Da Gl. (9) aus eben erwaihnten Griinden eine gewisse Bedeutung fiir die Ermitt- 
lung des Zahigkeitskoeffizienten hat, werden wir nachfolgend zeigen, daB diese Gleichung 
nur bei der Gleichsetzung der elastizitits- (bzw. plastizitiatstheoretischen) 
Spannungs-Dehnungs-Beziehungen mit den Spannungs-Geschwindigkeits-Beziehungen 
der Hydrodynamik gelten. Diese Gleichsetzung widerspricht der Annahme von 
Jeffreys!’ fiir den firmo-viskosen Stoff: o = o’ +o”. Es wird dann an Hand eines 
Beispieles gezeigt, wie weit diese Gleichsetzung berechtigt ist. 

Die Spannungs-Dehnungs-Beziehungen der Elastizititstheorie (bzw. der linearen 
Plastizitatstheorie, s. z. B. Nadai! oder beim Verfasser'’) lauten: 


; ou 2 : Ou ov 
— is ° — arr us a Es r 
On =06, +26 ae 3 Grdivik’ te, = (F fe me) usw. (10) 
und die Spannungs-Geschwindigkeits-Beziehungen der Hydrodynamik 
ov 2 : OD: ov 
spa ia ete : ” 5 eee y 
Gy Ve ed ero 3 div-b, tare ll | Sy Doe usw. (11) 


16M. Ros und A. Kichinger: Bericht Nr. 172 der EMPA, Ziirich 1949. 

1” H. Jeffreys: The Earth, 2. Aufl. Cambridge. 1929. 

8 C. Torre: Schweiz. Arch. angew. Wiss. Techn. 15, 116, 145 (1949); Osterr. Ingenieur- 
Arch. 4, 93 (1950). 
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Die Gleichsetzung der Gl. (10) und (11), also o,’ = co,” usw. bzw. Lego Thy twobei 


das Vorzeichen bei — p und + o,, nur formale Bedeutung hat), liefert folgende drei 
Gleichungen: 


a) 1 A 

(Gu —p0,) = 4: div(@u—pv), | 

(a) 1 ; 

Gy (FY — wry) az div (Gu — wv), (12) 
(2) 

je (G@w— wY,) = = - div (Gu — wv). 


Da die linken Seiten dieser Gleichungen verschieden sind, die rechten dagegen gleich, 
so widersprechen sie sich gegenseitig. Eine mit der Gl. (9) identische Lésung ergibt 
sich aus der Nullsetzung der zu differenzierenden Ausdriicke, die in Vektorform 
lauten: 


Gu—pwv=0. (13) 


Diese Gleichung ist mit der Gl. (9) identisch, was zu beweisen war. Die Nullsetzung 
der Gesamtausdriicke in Gl. (12) links liefert nach der Integration den gleichen 
Ausdruck wie in Gl. (13) gleich einer Konstanten, die in Gl. (13) gleich Null ist. Die 


Nullsetzung der Gesamtausdriicke in Gl. (12) rechts besagt, da — bei stationdrer 
Str6mung und G, uw, @ = konst. — die Volumsdehnung proportional der Quellen- 
dichte ist: 
Cu ov ow Oy, Wy Ov, nie 
ee ee o° 


Als Veranschaulichung dieser Naherung dient uns zunichst folgende Betrachtung: 
Bezeichnen wir eine Loésung der Spannungen nach der Elastizitatstheorie (bzw. nach 
der linearen Plastizitatstheorie) mit 


G2 ta DP Yeager usw, (14) 
wo p die Oberflaichenbelastung in der Elastizitatstheorie bzw. eine einachsige Grenz- 
beanspruchung in der Plastizititstheorie ist und f, eine Funktion der bezogenen 
Koordinaten x = x/x, usw., dann ergibt sich aus der Gleichsetzung der Gl. (1) 
und (14) der Ausdruck fiir den Ziahigkeitskoeffizienten zu 


apf, apf, apf, (15) 


iia ee vy Py vo, F, 
Diese Gleichsetzung bringt uns eine andere Gleichung fiir den Zahigkeitskoeffizienten u 
als in Gl. (9). Er haingt ab von einer Korperdimension a, von der Belastung p, von 
der Geschwindigkeit v,, v,, v, und durch die Ausdriicke /,/F,, usw. von den Koordi- 
naten x, y, z. Erst durch die Annahme f, = fF, usw. werden die Gl. (9) und (15) 
ahnlich. Setzen wir niherungsweise a ~ 10° cm, p ~ 10? bis 10% kg/cem?, v, ~ 10% 
bis 10-§ cm/sek, dann folgt der Za&higkeitskoeffizient von der bekannten GréBe 


pe ~ 108- 1023/10, -§ — 101° bis 10! kgsek/cm?. 


6. Strémung zwischen ebenen Winden und Beanspruchung einer plastischen Masse 
zwischen zwei reibenden Platten. 


Eine weitere Kritik dieser Gleichsetzung der Spannungen wird uns das folgende 
Beispiel bringen: Wir untersuchen die Str6mung einer zihen Fliissigkeit 
zwischen zwei ebenen, ruhenden Wanden", die eine gewisse Ahnlichkeit mit 
dem Problem einer plastischen Masse zwischen zwei reibenden Platten 


19 §, z. B. W. Miiller: 2 (S. 34) oder H. Schlichting: Grenzschicht-Theorie. Braun. 1951. 
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von Prandtl2° hat. Im ersten Fall erfolgt die Strémung durch das konstante 
Druckgefalle bzw. die Geschwindigkeit 


dpildx=C, p=Cxa+0,; bzw. = — oe (1- FF). (16) 
Die hydrodynamischen Spannungen lauten dann (x = Langsrichtung der Stromung, 
z = senkrecht zur Stro6mung) 
d 
o4" =," =—p=—(Cxt+O,), ten = 2G, = 02. (17) 


Fiir den Fall einer plastischen Masse zwischen zwei reibenden Platten lauten die 
Spannungen 


Op =O, +0, 2/2h to V1l—2/M, 0,6 =O, +o )2/2h, Te, = —O2/2h. (18) 
Die Gleichsetzung o,/ = o,'’ und Tz, =T,,'" liefert die Konstante C des Druck- 
gefalles Gl. (16) CO = dp/dx = — o,/2h. (19) 


Abb. 4. Plastische Masse zwischen parallelen reibenden Platten. Spannungszustand und Gleit- 
linien. Links passiver, rechts aktiver FlieBzustand hinter der starren Platte (nach A. Nadai). 


Hingegen wiirde die Gleichsetzung o,’ = o,'’ wegen des Ausdruckes + 09]/1 — 2/h? 
eine Strémung auch in z-Richtung verlangen. Bei Vernachlassigung dieses Ausdruckes 
wird die Grenzbedingung nicht befriedigt. Die GroBe dieser Vernachlassigung kann 
man aus Abb. 4 von Nadai® abschatzen und sich fiir ihre Anwendung in der Praxis 
entscheiden unter der Beriicksichtigung, daB es sich hier nicht um eine Stroémung 
mit Grenzbeanspruchung handelt. Aus Gl. (16) und (19) lautet dann die Geschwindig- 
keit: 


Ooh 
0,= 1G - (1 — 22/h?) : 
mit der groBten und mittleren Geschwindigkeit (20) 


Max.v,, = 6¢ MAR Veg = Oy hon. 

Die DurchfluBmenge ergibt sich dadurch 
Q = oy h?/8 wu. (21) 
Gl. (16) bis (21) bieten die Méglichkeit, die Verschiebungsgeschwindigkeiten (Material- 
transport) und die Driicke am Semmeringtunnel bei Wien zu berechnen, da das 
geologische Bild dort der Zusammenpressung des sehr plastisch verformten Gesteins 
(Myloniten und Ultramyloniten) zwischen zwei Bergen (= zwei reibenden Platten) 
entspricht. Das Gestein ist in diesem Gebiet noch so stark im Flu begriffen, daf 
man sich tiberlegen miiBte, ob die Berechnung des plastischen FlieBens mit Beriick- 
sichtigung der Grenzbeanspruchung nach Geiringer!: 14 erfolgen mite. — Wir 
begniigen uns nachfolgend nur mit einer Abschiitzung der Spannungen und Ver- 
schiebungen am Semmeringtunnel bei Wien. Diese Berechnung gilt, bevor noch das 
Bohren des Tunnelprofils die Spannungsstérungen mit sich gebracht hat, die noch 


20 L. Prandtl: Z. angew. Math. Mechan. 8, 401 (1923). 


er 
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groBere Beanspruchungen und Verschiebungen unmittelbar um das Tunnelrohr ver- 
ursachen. 

Mit einer Zugfestigkeit von ungefihr o, = 20 kg/cm, mit einem verhiltnismaBig 
kleinen Plattenabstand von h = 500cm und mit dem Zahigkeitskoeffizienten 
¢ = 175-10" kgsek/cm® ergibt sich nach Gl. (20) die gréBte Geschwindigkeit des 
zusammengedriickten Gesteins in der Richtung der Tunnelachse 

max v, = 20+ 500/1:75- 104% = 0°143 - 10-7 em/sek, 
bzw. eine Jahresgeschwindigkeit von (1 Jahr = 3°16 - 107 sek) 
max v, = 0°452 cm/Jahr. 
Die mittlere Geschwindigkeit erhailt man dann 
Ven = 2° Maxv,/3 = 0:3:cm/ Jahr. 
Hier ist von Bedeutung, dafi in 100 Jahren eine maximale Verschiebung von 45 ¢m 
bzw. eine mittlere Verschiebung von 30 cm erfolgt, wobei die Spannungserhéhungen 
um das Tunnelrohr nicht beriicksichtigt wurden. Ebenso die Stellen, wo Ton und 
weiche Erde vorkommen, wurden durch Annahme der verhaltnismiBig hohen Zug- 
festigkeit von o) = 20 kg/cm? auBer acht gelassen. — Der Semmeringtunnel bei Wien 
ist zwischen zwei sich gegenseitig driickenden Bergen unter einem Sattel gebaut 
und zieht sich hauptsichlich durch ein infolge des Gebirgsdruckes fein zermahltes 
Gestein. Wegen dieses groBen Gebirgsdruckes wurde der alte zweigleisige Tunnel 
nach einem Jahrhundert verkehrsunfihig. Den groBen Gesteinstransport muB das 
neue Tunnelrohr ebenso ertragen wie das alte; dazu kommen dann noch die Spannungs- 
st6rungen um das Tunnelprofil. Diese letzteren bringen zweifelsohne stellenweise 
Zugspannungen mit sich, die man einem nicht armierten Beton nicht anvertrauen 
kann. Diese Zugspannungen lieBen sich sowohl theoretisch als auch spannungsoptisch 
nachweisen. — Wie Herr W. Schmidt (T. H. Wien) dem Verfasser mitgeteilt hat, 
konnte auf der Baustelle aus der Festigkeit der gestauchten Tiranten die Mindest- 
beanspruchung des Tunnelgewoélbes ungefahr berechnet werden. Diese betragt etwa 
33°5 kg/em?. Aus Gl. (17) mit C, = y H = (3 t/m%)- (35 m) = 10 kg/em?, mit un- 
gefihr «~— 2h und oy = 20kg/cm? ergibt sich ein Gebirgsdruck von o, = 
= — 30kg/cm?, welcher der GroBenordnung nach mit dem oben erwahnten tiber- 
einstimmt. 

W. Schmidt konnte — neben verschiedenen anderen tektonischen Erscheinungen — 
auch beobachten, daB die FlieBrichtung des zusammengepreBten Gesteins ungefahr 
in der Richtung der Tunnelachse liegt, wihrend der Druck praktisch nur fast senkrecht 
zur Tunnelachse wirkt. Das stimmt mit den Annahmen der Berechnung tiberein. 
Dieser Fall ist von ganz anderer Beschaffenheit als der Fall bei der Kaverne Braz 
in Vorarlberg, wo die Winkel der Kliifte im Fels die Grundlage der Berechnung des 
Gebirgsdruckes bildeten. Man kann also nach geeigneter geologischer Vorarbeit 
verschiedene Falle in der Tektonik mit Hilfe der Mechanik berechnen. 


7. Der Zahigkeitskoeffizient fester Stoffe. 
Zum SchluB vergleichen wir die berechneten Zahigkeitskoeffizienten fester Stoffe 
mit den versuchsmafig ermittelten. Zunidchst einige Werte nach Gutenberg? (bei 
Zimmertemperatur) : 


Steinsalz...... uw ~ 10” kgsek/cm? 
CS Pi, fu ~ 107° 4 
pee ai rcs pw ~ 101° i 
Kolophonium . uw ~ 10" 33 
Asphalt ccs... yu ~ 104 oe 
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Nadai?! gibt fiir das Kriechen von Metallen ein Sinusgesetz von Prandtl” an, in dem 
zwei Materialkonstanten fiir den rostfreien Stahl 


W, = 2:10-*h-2 und. oo = 43°6 kgjem* 
vorkommen, aus welchen man den Zihigkeitskoeffizienten berechnen kann. 
[fb = dy/Wy = 43°6/2- 10-8 = 7°83 - 10% ~ 10% kgsek/cem?. 


Nach Ledersteger® nimmt Prey bei der Berechnung von Kontinentalverschiebungen 
uw ~ 10° kgsek/cm?. Fiir die n&iherliegenden Epochen wird  ~ 10" bis 10” kgsek/cm?, 
wie beim Material in den obersten Schichten der Erdkruste, vorgeschlagen. Mit der 
Annahme von » ~ 10" bis 1045 kgsek/em? kommt man mit den Geologen in Konflikt 
beziiglich des Alters der Erde. — Man sieht schon aus dieser kurzen Zusammen- 
stellung, daB die Annahme des Zahigkeitskoeffizienten » ~ 101° bis 10 kgsek/cm? 
fiir die technische Praxis ausreicht, wobei vorgeschlagen wird, beim Fehlen der Ver- 
suchswerte den Zihigkeitskoeffizienten nach Gl. (9) zu berechnen. 


(Eingegangen am 3. September 1952.) 


Buchbesprechungen. 


Scientific Thought in the Twentieth Century. An Authoritative Account of Fifty Years’ Progress 
in Science. Herausgegeben von A. LH. Heath. XV, 3878. London: Watts & Co. 1951. 
£2. 2s. net. 


Das Buch stellt sich die Aufgabe, dem Leser ein Bild der Entwicklung der Wissenschaften 
in den ersten fiinfzig Jahren unseres Jahrhunderts zu geben. Eine Reihe namhafter englischer 
Wissenschaftler haben sich zu diesem Zwecke zusammengetan und iiber ihre speziellen Arbeits- 
gebiete einen klar verstaéndlichen Beitrag zu diesem Buche geschrieben. 

Der Inhalt des Buches gliedert sich daher in eine Reihe von abgeschlossenen Kapiteln uber 
die Entwicklung der verschiedensten Wissenschaftszweige. Neben der ,,Philosophie der Wissen- 
schaft‘‘ (Prof. R. A. Fisher) werden folgende Wissenschaften behandelt: Statistik (Prof. A. J. 
Ayer), Astronomie (Sir Harold Spencer Jones), Chemie (Andrew Kent), Geologie (Prof. Duncan 
Leitch), Zoologie (Prof. P. B. Medawar), Genetik (E. B. Ford), Allgemeine Medizin (J. C. Hawks- 
ley), Sozialmedizin (Alice Stewart), Neurologie (Derek Richter), Psychologie (Sir Cyril Burt), 
Sozialanthropologie (Prof. Meyer Fortes) und Soziologie (Donald G. Macrae). 

Jedes einzelne Kapitel gibt einen geschlossenen Uberblick iiber die Entwicklung des jeweiligen 
Wissenschaftszweiges in den letzten fiinfzig Jahren. Der Leser erhalt nach Studium des Buches 
ein Bild von dem gewaltigen Fortschritt, den die menschliche Erkenntnis in der ersten Halfte 
unseres Jahrhunderts gewonnen hat. 

Es ware zu wiinschen, dafi{ dieses vortreffliche Buch auch in einer deutschen Ausgabe er- 
scheint. F. Kracmar, Wien. ° 


Vektor- und Dyadenrechnung fiir Physiker und Techniker. Von #. Lohr. Zweite Auflage mit 
einem Nachtrag. Mit 34 Textabb., XV, 4888S. Berlin: W.de Gruyter & Co. 1950. Geb. 
DM 24.—. 


Die im Jahre 1939 erschienene erste Auflage dieses Werkes war zu Beginn des Jahres 1944 
bereits vergriffen. Wir unterlassen es, hier auf eine Besprechung der fritheren Auflage einzugehen 
und begntigen uns hervorzuheben, da® sich der Verfasser entschloB, fiir die Neuauflage den bereits 
vorhandenen Text unverandert zu lassen, ihm jedoch einige in sich abgeschlossene Erganzungen 
hinzuzuftigen. Die wichtigsten Themen, die in diesen Erganzungen erértert werden, handeln 
uber Derivationen in krummlinigen Koordinaten, Reihenentwicklungen, Matrizen und Integral- 
gleichungen. Kin Kapitel tiber ebene Vektorrechnung und Funktionentheorie, ferner die Ent- 
wicklung der Vektorrechnung der speziellen Relativitiitstheorie und der Grundziige des mathe- 
matischen Formalismus der Diracschen Theorie des Elektrons. In allen diesen Gebieten ist es 
dem Verfasser in erster Linie darum zu tun, diese Gebiete vom Standpunkt des von ihm in der 


"1 A. Nadai: Allg. Bau-Ztg. (A. Leons Gedenkheft) 7, 4 (1952). 
220. Prancdglsace angew. Math. Mechan. 8, 85 (1928). 
* K, Ledersteger: Osterr. Z. Vermessungswes, 1950, 9 (Sonderdruck), 
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friiheren Auflage bereits entwickelten Formalismus zu durchdringen. Der Verfasser sagt selbst, 
da®B es ihm nicht darum zu tun war, ein Lehrbuch der theoretischen Physik und noch weniger 
ein solches der Quantenmechanik zu schreiben. Er hat sich lediglich die Aufgabe gestellt, an 
Hand der ausgewiihlten physikalischen Anwendungen in die Praxis der Vektor- und Dyaden- 
rechnung einzufiihren. Da® das Buch einem tatsiichlich vorhandenen Bediirfnis entspricht, 
geht aus der Tatsache hervor, da8 waihrend des Krieges J. W. Edwards, Publisher in Michigan, 
einen Neudruck der alten Auflage herausgab. P. Funk, Wien. 


An Introduction to the Theory of Control in Mechanical Engineering. Von R. H. Macmillan. 
Mit 144 Textabb., 1 Tafel, XTV, 1958S. Cambridge: At the University Press. 1951. Geb. 
30s. net. 


Die wachsende Bedeutung der Regeltechnik, deren theoretische Weiterentwicklung vor- 
wiegend durch die Fernmeldetechnik begiinstigt wurde, so da®& die neuen Rechenmethoden 
diesem Fachkreis vorbehalten blieben, veranlaBten den Verfasser, den groBen Kreis der Maschinen- 
bauingenieure mit diesen modernen Verfahren bekannt zu machen. 

Der Verfasser sieht sich dabei einer schwierigen Aufgabe, die im Konservativismus der 
praktischen Ingenieure begriindet liegt, gegeniiber. Er bringt dies auch deutlich zum Ausdruck, 
indem er einleitend sagt: ,,Es scheint eine bedauernswerte Tendenz unter den praktischen 
Ingenieuren vorzuherrschen, die mathematische Behandlung selbsttatiger Regelungen mit Mi®- 
trauen zu betrachten; sie ziehen den ,gesunden Menschenverstand und die Erfahrung‘ einer sorg- 
faltigen Untersuchung vor, obgleich brauchbare Methoden schon seit Jahren zur Verfiigung 
stehen.** 

Dem gesteckten Ziel entsprechend sind die dem Leser zugemuteten mathematischen Vor- 
kenntnisse sehr gering und erschépfen sich in der Auflésung einfacher linearer Differential- 
gleichungen mit konstanten Koeffizienten. Die ersten mehr deskriptiven Kapitel fiihren den 
Leser in die regeltechnische Nomenklatur ein, bringen eine Darstellung der Elemente des Regel- 
kreises, deren Grundlagen und legen die Bedeutung der die Ubertragungssysteme kennzeichnenden 
Zeitkonstanten dar. AnschlieBende Stabilitaétsuntersuchungen unter Verwendung des Stabilitats- 
kriteriums von Hurwitz vervollstiindigen den elementaren Teil des Werkes. 

In den folgenden Abschnitten ist den analytischen Methoden unter Verwendung der Laplace- 
Transformation und den graphischen Methoden — der Ortskurventheorie —, dem Stabilitats- 
kriterium von Nyquist breiter Raum gewidmet. 

Der sachlich einwandfreie Aufbau des Buches, verbunden mit einer Hinfiihrung in die 
Funktionentheorie und die Laplace-Transformation und die klare Darstellung komplizierter 
Regelvorgaénge machen dieses Werk zu einem ausgezeichneten Lehrbuch, das sicherlich von 
Studenten und der Theorie aufgeschlossenen Praktikern mit Beifall aufgenommen werden wird. 

F’, Schulz, Wien. 


Lehrbuch der Technischen Mechanik fiir Ingenieure und Physiker. Zum Gebrauche bei Vor- 
lesungen und zum Selbststudium. Von Th. Péschl. Zweiter Band: Elementare Festigkeits- 
lehre. Zweite, umgearbeitete Auflage. Mit 159 Textabb., VII, 2448. Berlin-Gottin- 
gen-Heidelberg: Springer-Verlag. 1952. DM 16.50, geb. DM 19.50. 


Der zweite Band des bekannten Lehrbuches der Technischen Mechanik, der von der elemen- 
taren Festigkeitslehre handelt, liegt nun in zweiter, umgearbeiteter Auflage vor. 

In 15 Abschnitten werden in anschaulicher, aber dabei praziser Form die Grundthesen der 
Festigkeitslehre entwickelt. Nach den allgemeinen Abschnitten tiber den Spannungs- und Ver- 
zerrungszustand wird das Verhalten der festen Korper bei Belastungen auf Grund der Versuchs- 
daten dargestellt und anschlieBend werden die Bruchhypothesen besprochen. Daran schlieBt 
sich das Hookesche Gesetz fiir infinitesimale Verformungen. Den speziellen Beanspruchungen 
auf Zug und Druck und zugehérigen statisch unbestimmten Aufgaben sind eigene Abschnitte 
gewidmet. Vor der Besprechung der Biegung gerader Stiibe wird ein Kapitel tiber Flachentragheits- 
momente eingeschaltet. Es folgen Abschnitte iiber Verdrehung zylindrischer Stabe ttber zusammen- 
gesetzte Beanspruchung und iiber Biegung von Stiben mit gekriimmter Mittellinie. Daran 
schlieBt der Abschnitt iiber Knickung gerader Stabe, in der auch die Engesser-Karmansche Theorie 
besprochen wird. Hierauf werden die Arbeitssitze der Festigkeitslehre, die bereits vorher ge- 
legentlich herangezogen wurden, im Zusammenhang besprochen. Mit einem Abschnitt tiber Trager 
auf nachgiebiger Bettung iiber elastische Schwingungen, mit besonderer Beriicksichtigung der 
Fachwerksschwingungen, schlieBt das reichhaltige Werk. 

Gegeniiber der ersten Auflage ist eine groBere methodische Vereinheitlichung der Dar- 
stellung festzustellen, sowie eine inhaltliche Bereicherung, insbesondere bei der Darstellung der 
Berechnungsverfahren fiir die Behandlung statisch unbestimmter Systeme. 
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Es ist somit zu hoffen, daB die Anzahl der Freunde, die sich das Lehrbuch bereits in der ersten 
Auflage erworben hat, mit der zweiten Auflage einen betrachtlichen Zuwachs erfahren wird. 
G. Heinrich, Wien. 


Verbrennungskraftmaschinen. Thermodynamik und versuchsmaBige Grundlagen der Ver- 
brennungsmotoren und Gasturbinen. Von F.A.F. Schmidt. Dritte, neu bearbeitete und 
erweiterte Auflage. Mit 198 Textabb. und 5 Tafeln, 427. Miinchen: R. Oldenbourg. 1951. 
Geb. DM 48.—. 


Die Verbrennungskraftmaschine hat in den letzten Jahren die Dampfmaschine auf vielen 
Gebieten verdrangt und im Verkehrswesen eine gewaltige Umwalzung bewirkt. Durch ihre Be- 
deutung wurde aber auch die Entwicklung der Thermodynamik sehr beeinfluBt, da sie eines 
ihrer gréBten Anwendungsgebiete geworden ist. Dieses Gebiet der Thermodynamik behandelt 
das vorliegende Buch, dessen Verfasser viele Jahre Leiter des Institutes fiir motorische Arbeits- 
verfahren und Thermodynamik der deutschen Versuchsanstalt fiir Luftfahrt in Berlin gewesen ist. 

Kenntnisse der Grundlagen der Warmelehre sind zum Versténdnis des Inhaltes und motorische 
Erfahrungen zu dessen praktischer Verwertung wohl erforderlich. Physikern und Chemikern 
wird es niitzlich sein, die Anwendung ihrer Wissenschaft auf diesem Gebiete verwertet zu sehen 
und so am besten die Entwicklungsrichtung der Thermodynamik fiir dieses Anwendungsgebiet 
erkennen zu kénnen. Motortechniker werden in dem Buch, ohne auf alle Ableitungen voll ein- 
gehen zu miissen, wertvolle, praktisch unmittelbar verwertbare Forschungsergebnisse finden. 

Wie der Untertitel besagt, behandelt das Buch die Thermodynamik und die versuchsma#igen 
Grundlagen der Verbrennungsmotoren und Gasturbinen, nicht aber deren konstruktive oder 
technologische Fragen. Die vorliegende dritte Auflage ist auf Grund der neuesten Erkenntnisse 
bearbeitet und bringt so auch die wahrend des Krieges zuriickgehaltenen Entwicklungsergebnisse. 
Gegeniiber der ersten Auflage aus dem Jahre 1939 ist besonders das in einem eigenen Abschnitt 
ausftihrlich behandelte Gebiet der Gasturbinen zu erwdhnen, die in den letzten Jahren sowohl 
bei den Strahltriebwerken von Flugzeugen als auch fir stationére Kraftanlagen sehr an Be- 
deutung gewonnen haben. Aber auch sonst ist der Inhalt sehr erweitert, der ausfiihrlich die 
Warme- und Strémungsfragen in Verbrennungsmotoren (mit und ohne Aufladung) und in Gas- 
turbinen, Sonderheiten und Flugmotoren und das Zusammenarbeiten von Triebwerk und Flug- 
zeug behandelt. Als Anhang sind wbersichtliche Berechnungsbeispiele und Sonderprobleme 
der Thermodynamik, wie unter anderem tiber chemisches Gleichgewicht und Dissoziation, hinzu- 
gefiigt. Die umfangreichen Quellenangaben sind auch sehr vermehrt worden und als wertvolle 
Neuerung sind noch Rechentafeln beigeftigt, die allerdings in einem gréBeren Mafistab fir die 
praktische Verwendung geeigneter waren. : 

So wird das Buch, dessen friihere Auflagen schon sehr geschatzt wurden, sicher viele Freunde 
finden, da es, abgesehen von einigen leicht erkennbaren kleinen Druckfehlern, auch in Druck 
und Ausstattung sehr gut ausgeftihrt ist. F'. Lauer, Wien. 


Handbuch des Wasserbaues. Von A. Schoklitsch. In zwei Banden. Zweite, neubearbeitete 
Auflage. Erster Band: Mit Textabb. 1—722 und Zahlentafel 1—87, X, S. 1—475. 1950. — 
Zweiter Band: Mit Textabb. 723—2049 und Zahlentafel 88—113, VIII, S. 479—1072. 1952. 
Wien: Springer-Verlag. Geb. 8 777.—, sfr. 159.—, § 37.—, DM 155.40. 


Es wird sicher von allen am Wasserbau interessierten Kreisen sehr begriiBt werden, da® 
dieses das ganze Gebiet mit Ausnahme des Seebaues umfassende und in der Fachliteratur einzig 
dastehende Werk nun wieder erschienen ist. Der Verfasser hat in der neuen Auflage am Gesamt- 
aufbau des Werkes nichts geandert ; es gliedert sich daher auch dieser in die Abschnitte Meteorologie, 
Gewasserkunde und Hydraulik, Wasserversorgung, Ortsentwidsserung des ersten Bandes und 
Stauwerke und Entnahmeanlagen, Wasserkraftanlagen, Meliorationen, Flu8bau, WVerkehrs- 
wasserbau des zweiten Bandes. Uberall hat jedoch eine sorgfiltige Anpassung an den gegen- 
wartigen Stand der Forschung und die Aufnahme der neuesten Bauweisen stattgefunden, wogegen 
einiges Entbehrliches weggeblieben ist. Gelegentlich sind, dem Charakter des Buches entsprechend, 
auch ,noch offene Fragen‘ erértert worden, soweit deren Behandlung fiir den entwerfenden 
Ingenieur nutzbringend ist. Die gleichzeitig vorgenommene Umreihung einiger Kapitel wirkt 
sich im allgemeinen recht vorteilhaft im Sinne einer organischeren Gliederung des Stoffes aus. 

Hine der bedeutendsten Anderungen der neuen Auflage gegeniiber der ersten besteht wohl 
darin, da® alle Griindungsfragen, aber auch einige statische Untersuchungen weggeblieben sind. 
Der Verfasser will diese Dinge in der hoffentlich bald zu erwartenden zweiten Auflage seines 
Grundbaubuches zusammenfassen. Mancher Leser wird vielleicht auch eine etwas ausfiihr- 
lichere Behandlung der Bogensperren vermissen. Nicht sehr giinstig wirkt sich leider bei der 
neuen Auflage der Umstand aus, daB die Abbildungen gegeniiber dem Text manchmal um eine 
betrachtliche Seitenanzahl nacheilen. Ansonst ist aber auch die Ausstattung des Werkes als 
vorziiglich zu bezeichnen, E, Cztary, Wien, 
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Erster Band: Berechnung magnetischer Felder. Mit 287 Textabbildungen. X, 432 
Seiten. Lex.-8°. 1952. Ganzleinen 8 330.—, DM 66.—, $ 15.70, sfr. 67.50 


Das Buch setzt die Kenntnis der theoretischen Grundlagen des Gebietes, vor allem der Faraday-Maxwellschen Feldtheorie, 
voraus. Davon ausgehend behandelt der Verfasser die mannigfachsten, besonders den Konstrukteur interessierenden Fragen, 
wobei sowohl die technische Bedeutung der einzelnen Probleme als auch die Systematik des jeweils anzuwendenden Lisungs- 
ganges eingehend beriicksichtigt werden. Die Feldberechnungen von Synchron- und Asynchronmaschinen, die Streuungstheorie 
der Autotransformatoren, die Ermittlung der Zugkrifte von Spaitpolsystemen, Spannplatten und magnetischen Abscheidern 
sowie die Ansitze zur quantitativen Beschreibung gewisser MeBwerke, die zu einem wesentlichen Teil hier erstmalig behandelt 
werden, demonstrieren die Leistungsfiihigkeiten der rechnerischen Methoden. Als analytische Hilfsmittel wurden grundsitzlich 
nur solche Funktionen eingefiihrt, deren Zahlenwerte durch Tabellenwerke leicht zugiinglich sind. 


Das Gesamtwerk wird etwa 6 Bande umfassen. Als nachster Band wird erscheinen: ,,Innere Elek- 
tronik’’, Teil 1: Elektronik des Hinzelelektrons; Teil 2: Elektronik von Kollektiven. Jeder Band ‘ist 
in sich abgeschlossen und einzeln kduflich. 


_ Grundlagen der Elektronenoptik. Von Dr. Walter Glaser, o. Professor an der Tech- 


nischen Hochschule Wien. Mit 445 Textabbildungen. X, 699 Seiten. Lex.-8°. 1952. 
Ganzleinen S 600.—, DM 120.—, $ 28.60, sfr. 124.— 
Das Buch vermittelt in lehrbuchmaBiger Darstellung die theoretischen Grundlagen der Elektronenoptik. Obwohl keine be- 
sonderen Kenntnisse des Lesers vorausgesetzt werden, reicht das Buch bis zu den letzten Ergebnissen auf diesem Gebiet. Es 


kann daher in gleicher Weise dem Studenten als Hinfiihrung und dem Spezialisten als Nachschlagewerk dienen. Auch der 
selbstindig Forschende wird verschiedene Anregungen finden. 


Gasdynamik. Von Dr. Klaus Oswatitseh, Dozent an der Kénigl. Technischen Hochschule 
in Stockholm, friiherer wissenschaftlicher Mitarbeiter am Kaiser Wilhelm-(Max Planck-) 
Institut fiir Strémungsforschung in Géttingen. Mit 300 Textabbildungen und 3 Tafeln. XIII, 
456 Seiten. Lex.-8°. 1952. _ Ganzleinen S 390.—, DM 78.—, $ 18.60, sfr. 80.— 


Der Verfasser, ein langjihriger Mitarbeiter Prof. Prandtls, gibt einen Gesamtiiberblick tiber die heutige Gasdynamik, wobei 
er das Hauptgewicht nicht auf eine Wiedergabe dcr mathematischen Probleme, sondern auf eine anschauliche Behandlung 
der physikalischen und technischen Fragen legt. Die einzelnen Problemkreise werden in ihren wesentlichen Punkten behandelt 
und die Ergebnisse meist an einem typischen Beispiel gezeigt, das mit Versuchen verglichen wird. Der Leser kommt so am 
besten in die Lage, sich die prinzipielle Methodik der Behandlung aller einschligigen Aufgaben selbst anzueignen. Tabellen 


- und Diagramme sind als praktische Rechengrundlagen beigefiigt. Die Art der Darstellung sowie eine Reihe eigener Beitrige 


des Verfassers verleihen dem Buch seine besondere Note. 


Die Herstellung von Sageblattern fiir Holz. Eine Betriebsfiihrung fir Sage- 
werker und andere Sagenfachleute. Von Dr.-Ing. Eugen Wiister, Wieselburg/Erlauf (Nieder- 
ésterreich). Mit 38 Textabbildungen. XV, 257 Seiten. DIN A 5. 1952. 

aa Steif geheftet S 96.—, DM 19.20, $ 4.60, sfr. 19.80 


So reich die Literatur iiber Form und Handhabung von Siigen ist, so gibt es doch bisher kein Buch, das tiber die nicht ohne 
weiteres erkennbaren Giitemerkmale der Holzsigen unterrichtet. Mit dem angekiindigten Werk des Leiters einer der 
ltesten und gréBten Sigenfabriken wird diese Liicke beseitigt. Der Sigewerker und jeder Holzfachmann erhilt darin er- 
schépfend Auskunft iiber den Werdegang der verschiedenen Arten von Holzsiigen. Dariiber hinaus stellt der Verfasser sein 
Buch in den Dienst der neuzeitlichen Bestrebungen, durch internationalen Erfahrungsaustausch die Holzsigen zu verbessern 
und zu verbilligen, und berichtet iiber die Ergebnisse dieser Bestrebungen. 


Zu beziehen durch jede Buchhandlung 


SPRY N G*E RS Ve mR a a Ie Wa Be 


_ Soeben erschienen: 


Der Grundbau. Handbuch fiir Studium und Praxis. Von Dipl.-Ing. Dr. techn. Dr.-Ing. 
h. c. Armin Schoklitsech, Professor der Universidad Nacional de San Miguel de Tucuman, 
Argentinien. Zweite, neubearbeitete und vermehrte Auflage. Mit 782 Abbildungen und 
43 Zahlentafeln. X11, 457 Seiten. 4°. 1952. Ganzleinen 8 435.—, DM 87.—, § 20.70, sfr. 89.— 

Das sowohl als Studienbehelf als auch als Nachschlagewerk fiir den in der Praxis stehenden Ingenieur gedachte Buch ist langst 

zum Standardwerk auf dem’*Gebiete des Grundbaues geworden. Die nunmehr erscheinende zweite Auflage hat an der bewahrten 


Anordnung des Stoffes festgehalten, aber alle Neuerungen der letzten Jahre beriicksichtigt. Hine besondere Erweiterung haben 
die Kapitel tiber die Methoden der Bodenuntersuchung und iiber den Erddruck (Baugrubenaussteifungen) erfahren. 


Die Hochspannungs-Freileitungen. Von Dr. te Karl Girkmann, o. Professor an 
der ‘lechnischen Hochschule in Wien, und Dr. Ing. Krwin Kounigshofer, Obering. der Oster- 
reichischen Elektrizitatswirtschafts-A. G. (Verbundgesellschaft) in Wien. Zweite, erweiterte 
Autlage. Mit 592 Abbildungen im Text und 124 Zahlentafeln. XV, 655 Seiten. Lex.-8°. 1952. 

. Ganzleinen 5 470.—, DM 94.—, $ 22.40, sfr. 96.— 


Die zweite Auflage des bekannten Buches wurde dem nevesten Stand der Technik des Freileitungsbaues angepa8t und durch — 
die Schilderung der Praxis des Auslandes erweitert. Dies bezieht sich sowohl auf die Ausrustungsteile und die elektrische Festig- 
keit als auch auf die Austuhrung der Maste und ihrer Fundierung, wobei die neu entwickelten Bauformen und Herstellungs- 
weisen samt den zugehorigen Berechnungen beriicksichtigt sinu. Hin neu hinzugexommener Abschnitt pehandelt an Hand konkreter 
4ahlenbeispiele die Lo6sung von Aufgaben der GroBkraftiibertragung. 


Mineralogie fur Ingenieure des ‘l'ief- und Hochbaues und der Kulturtechnik. Von Dr. Josef 
Stini, Wien. wit 78 le VII, 121 Seiten. 1952. 
Steif geheftet S 60.—, DM 12.—, : 2.90, sir. 12.50 


Der als Ingenieur bekannte Verfasser hat sich die Aufgabe gestellt, “den Badvicistern und Tiefbauingenieuren mit diesem Buch 
_ eine Anleitung zu geben, wie sie die Mineralien, die ihre Bausteine zusammensetzen, technisch beurteilen kénnen. Das rein aut 
die Bediirinisse des Bauschaffenden abgestellte Buch ist kein mineralogisches Lehrbuch im gewohnlichen Sinn, sondern setzt 
im Gegenteil gewisse Kenntnisse etwa im Ausma8 des Mittelschullehrstoffes voraus. Dafiir ist mit Absicht alles weggelassen, 
was ausschlieBlich von theoretisch-wissenschaftlichem Interesse ist. 


Das GroBspeicherwerk Glockner-Kaprun. Entwurf und Bauausfiihrung 1938 bis 
1945. Von Prof. Dr. Hermann Grengg, Graz. Mit 10'Textabbildungen. V, 35 Seiten. DIN A 6. 
1952. (Heft 23 der ,,Schriftenreihe des Osterreichischen Wasserwirtschaftsverbandes“.) 

Steif geheftet S 14.—, DM 2.80, $ —.70, sfr. 3.— 


Amerikanischer Talsperrenbau. Von Dipl.-Ing. Dr. Josef Fritsch, Wien. Mit 22 Text- 
abbildungen. III, 51 Seiten. DIN A 5. 1952. (Heft 24 der ,,Schriftenreihe des Osterreichischen _ 
Wasserwirtschattsverbandes“.) Steif geheftet S 14.—, DM 2.80, $ —.70, sfr. 3.— 


Ab Januar 1958 erscheint ,,Maschinenbau und Wadrmewirtschaft* erweitert ais 


Maschinenbau und Warmewirtschaft vereinigt mit Betrieb und Fertigung, 
Lokomotiv- und Fahrzeugbau, Organ der Versuchs- und Forschungsanstalt fiir Warme-, Kalte- 
und Strémungstechnik, Wien, und der Technischen Versuchs- und Forschungsanstalt der 
Technischen Hochschule Wien. Schriftleitung: C. Kammerer, Wien, A. Slaitenschek, Wien, 
K. Pflanz, Wien. Jahrlich erscheinen 12 Hefte. (1953: 8. Jahrgang.) : 

_Halbjahrlich 8 96.—, DM 20.—, $ 4.80, sfr. 20.60 — 


Zu beziehen een jets RES 


Printed in Austria. 


